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Matrizen  (Darstellung, Rechnen mit Matrizen und 

Vektoren, Drehmatrix), lineare Gleichungssysteme 

(Eliminationsverfahren GAUSS oder GAUSS-

JORDAN, inverse Matrix, über- und unterbestimmte 

Systeme), Determinanten (Rang einer Matrix, 

SARRUSsche Regel, CRAMERsche Regel), Eigen-

werte und Eigenvektoren einer quadratischen Matrix 

 

Funktionen mehrerer Veränderlicher (graphische 

Darstellung, skalare und Vektorfelder), partielle 

Ableitung, Differenzial, Gradient, Kettenregeln 

 

Mehrfache Integrale, konstante Grenzen, 

Produktzerlegung, Koordinatensysteme, Polar-

koordinaten, Zylinderkoordinaten, Kugelkoordinaten, 

Trägheitsmomente, variable Grenzen) 

 

 

Differenzialgleichungen (Klassifikation, Anfangs-

werte bzw. Randbedingungen, Trennung der 

Veränderlichen, Variation der Konstanten, DGL mit 

konstanten Koeffizienten, e-Ansatz, homogene, 

inhomogene DGL, charakteristische Gleichung, 

inhomogener Lösungen), Systeme linearer DGL, 

Laplace-Transformation  (DGL, Korrespondenz-

tabellen, Partialbruchzerlegung) 

 

 

Fourier-Analyse (Fourier-Reihe, reell, komplex, 

beliebige Periode, punktweise Funktion) 

Wellen (zeitliche und räumliche Ausbreitung von 

Wellen, Amplitude, Frequenz, Phase) 

 

Übungsaufgaben 

 

Übungsklausur 

 

Deutsch-Englisch Wörter der Mathematik 

 Matrices, Matrix calculus, 

 systems of linear equations, 

 solving by elimination  

 methods, inverse matrix,  

 determinants, rank, rules of  

 SARRUS and CRAMER,  

 eigenvalues 

 

 Functions with two and  

 more arguments, partial 

 derivative, gradient 

 

 Multiple Integrals , constant 

 boundaries, coordinate sys- 

 tems, cylindrical, spherical, 

  moments of inertia, variable  

 boundaries 

  
 Differential equations, initi - 

 al values, boundary values,  

 separation of variables,  

 variati-on of constants,  

 constant coefficients,  

 characteristic equation,  

 systems of linear ODEs,  

 LAPLACE  transfor-mation, 

  partial fraction 

 

 Fourier analysis, Fourier  

 series, discrete values,  

 waves, temporal and spatial  

 propagation, frequency 

 

Exercises 

 

Written exam example 

 

Dictionary German-English 
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11. Matrizen (Vektoren, Matrizen, lineare Gleichungssysteme) 
 

11.1 Einführung  

 

Eine Einführung in die Vektorrechnung erfolgte bereits in Mathe1. 

 

Als n-Vektor  bezeichnet man die Form 
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Statt Ta
C

  wird auch oft nur  'a
G

 geschrieben. Beispiel eines 3-dimensionalen Vektors, z.B. eine 

Beschleunigung im Raum, ist  
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Eine (m,n)-Matrix  hat m Zeilen und n Spalten, z.B. 
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Eine Spaltenmatrix hat nur eine Spalte, eine Zeilenmatrix  nur eine Zeile, z.B. 

(m,1)-Spaltenmatrix  
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Quadratische Matrizen haben gleiche Anzahl von Zeilen und Spalten, z.B. eine (n,n)-

Matrix. Dreiecksmatrizen, Diagonalmatrizen und Einheitsmatrizen sind immer quadratisch. 

 

Bei Dreiecksmatrizen ist eine Hälfte über oder unter der Diagonalen mit Nullen belegt,  

wie z.B. bei der oberen (n,n)-Dreiecksmatrix  

ö
ö
ö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ
æ
æ

ç

å

=A

nn

in

n

n

a

aa

aaa

aaaa

0..00

..00

..0

..

222

11211

. 

 

Eine Diagonalmatrix ist außerhalb der Diagonalen mit Nullen belegt, wie z.B. die  

(n,n)-Diagonalmatrix  
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Eine Einheitsmatrix  ist eine Diagonalmatrix mit der Diagonale 1, z.B. 
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Eine Nullmatrix  ist eine beliebige (m,n)-Matrix aus Nullen, z.B.  öö
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Symmetrische und antisymmetrische Matrizen sind wieder quadratische Matrizen. Bei 

symmetrischen Matrizen gilt  A = A
T 

, d.h. Matrix A ist gleich ihrer Transponierten (Zeilen 

und Spalten vertauscht). 

Bei antisymmetrischen Matrizen gilt  A = -A
T 

, d.h. Matrix A ist gleich ihrer negativen 

Transponierten (Zeilen und Spalten vertauscht). Hier ist die Diagonale zwangsweise Null. 

 

Beispiel symmetrisch  
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Satz: Jede quadratische Matrix ist zerlegbar in die Summe aus einer symmetrischen und 

einer antisymmetrischen Matrix. 

 

Es gilt      A = As + Aas             mit       As = 0.5 * (A + A
T
)       und       Aas = 0.5 * (A ï A

T
). 

 

Jede beliebige Matrix lässt sich transponieren, d.h. Zeilen und Spalten vertauschen. Dabei 

wird aus einer (m,n)-Matrix eine (n,m)-Matrix. 
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Orthogonale Matrizen bestehen aus Zeilenvektoren, die im n-dimensionalen Raum jeweils 

senkrecht aufeinander stehen. Sie sind immer quadratisch. Für orthogonale Matrizen gilt     A 

A
T
 = A

T
 A = D     (Matrix mal Transponierte ergibt Diagonalmatrix). 

Sind die Zeilenvektoren auf Norm 1 normiert, spricht man von orthonormalen Matrizen. Hier 

gilt  A A
T
 = A

T
 A = E 

 

Inverse Matrizen A
ï1

 sind aufwendig zu berechnen, vergleichbar der Lösung eines 

Gleichungssystems. Wir berechnen Sie nur für quadratische Matrizen.  

Es gilt         AAEAA 11 -- ==      , d.h. Matrix mal Inverse ergibt die Einheitsmatrix. 

 

11.2 Rechnen mit Matrizen und Vektoren 

 

Multiplikation mit einem Skalar : Jedes Element wird multipliziert. 
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Addition und Subtraktion  ist nur möglich, wenn beide Matrizen gleiche Zeilenzahl und 

gleiche Spaltenzahl haben. Es werden immer die gleich indizierten Elemente addiert bzw. 

subtrahiert. 
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Multiplikation Matrix mal Vektor : Hier ist eine Verkettung nötig. Liegt eine (m,n)-Matrix 

vor, dann kann diese nur mit einem n-Vektor multipliziert werden. Es entsteht als Ergebnis 

ein m-Vektor. Das i-te Element des m-Ergebnisvektors ist das Skalarprodukt der i-ten 

Matrixzeile mit dem n-Vektor. 
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Multiplikation Matrix mal Matrix : Hier ist wieder eine Verkettung nötig. Liegt eine (m,n)-

Matrix vor, kann sie nur mit einer (n,p)-Matrix multipliziert werden. Das Ergebnis ist eine 

(m,p)-Matrix. Das Skalarprodukt aus i-ter Zeile der (m,n)-Matrix und j-ter Spalte der (n,p)-

Matrix ergibt das Element (i,j) der (n,p)-Ergebnismatrix.  

Beispiel: (2,3)-Matrix  *  (3,3)-Matrix = (2,3)-Matrix 
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Drehmatrix  als Beispiel einer Matrixanwendung. Die folgende Matrix dreht einen Punkt P 

von seiner Position in die neue Position Pô. Die Drehachse ist hier die z-Achse. Der 

Drehwinkel sei a. Die z-Koordinate des Punktes wird bei dieser Drehung nicht geändert. 
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Die Drehung des Punktes erfolgt in 

die vorzeichenrichtige mathe-

matische Drehrichtung gemäß dem 

Winkel, z.B. +30° 

Will man dagegen das Koordinatensystem drehen, d.h. 

neue Achsen xô und yô einf¿hren, dann entspricht das 

der entgegengesetzten Drehung, z.B. ï30°. Der Punkt 

bleibt am alten Ort, hat aber neue Koordinaten (xô, yô) 

       y     Pô 
 

         a           P 
                          x 

 

 yô      y 

     a     P=Pô 
               xô 
                x 

 
 

Dx und Dy sind die Drehmatrizen mit der   Drehachse x   bzw.  Drehachse y: 
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11.3 Lineare Gleichungssysteme 

 

Aufgabe sei es, den Schnittpunkt (x,y) zweier 

Gerader zu berechnen. Wir haben zwei 

Gleichungen mit zwei Unbekannten: 

      y = a x + b 

      y = c x + d 

 y                                     y=ax+b 
 

y 
                 x                       y=cx+d    x 

                              
 

Wir schreiben die Gleichungen in 2 Schritten um in Richtung Matrixschreibweise: 

 

 bxA
d

b

y

x

c

a

dyxc

byxa CC
=öö

÷

õ
ææ
ç

å
=öö
÷

õ
ææ
ç

å
öö
÷

õ
ææ
ç

å

-

-

=Ö+-

=Ö+-

1

1

1

1
 

 

A ist die Matrix der Koeffizienten 

x
C

 ist der Lösungsvektor (hier im Beispiel (x, y)) 

b
C
 ist der Vektor der Rechten Seite (hier im Beispiel (b, d)) 

 

Zur Erinnerung 

 

Eine gültige Gleichung bleibt eine gültige Gleichung, auch wenn man 

- linke und rechte Seite mit derselben Größe multipliziert oder dividiert 

- zur linken und rechten Seite dieselbe Größe addiert oder subtrahiert 

- ein beliebig Vielfaches anderer Gleichungen addiert oder subtrahiert 

 

Beispiele 

 

 a x + b y = c     mit  4  multipliziert gibt          4 a x + 4 b y = 4 c 

 

 a x + b y = c       

 d x + e y = f      ergeben addiert die neue Gleichung    (a+d) x + (b+e) y = (c+f) 
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11.3.1 Gauß-Jordan-Eliminationsverfahren zur Lösung eines linearen Gleichungssystems 

 

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem           bxA
CC
=  

Durch Multiplikation mit bestimmten Zahlen sowie Addition bzw. Subtraktion von Zeilen 

wandelt man die ursprüngliche Koeffizientenmatrix  A  in die Einheitsmatrix  E  um. 

Der Vektor b
C
  der Rechten Seite wird mitgewandelt und wird zur Lösung x

C
, denn es gilt ja 

 

   E x
C

 = x
C

 

 

Zahlenbeispiel zur Gauß-Jordan-Elimination: Gegeben sind drei Gleichungen mit 3 

Unbekannten 

 

 6 x1 ï 12 x2 + 6 x3 =       6 

 3 x1 ï   5 x2 + 5 x3 =     13 

 2 x1 ï   6 x2            =  - 10 

 

Im ersten Umrechnungsschritt werden in der ersten Matrixspalte unter dem Pivotelement [6] 

zwei Nullen erzeugt, indem die 1.Gleichung (1.Gl.) mit einem geeigneten Faktor multipliziert 

von der 2.Gl. und der 3. Gl. subtrahiert wird. Die Faktoren Fak ergeben sich auf simple Weise 

aus Matrixelement / Pivot, wobei das Matrixelement dasjenige unter dem oder über dem 

Pivotelement ist, das gerade zu Null gemacht werden soll. Zuletzt wird die Pivotzeile  durch 

das Pivotelement geteilt, damit auf der Diagonalen eine 1 entsteht. Die durchzuführenden 

Aktionen sind rechts neben dem Gleichungssystem noch einmal in Kurzform notiert. 
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Das Ergebnis des ersten Umrechnungsschrittes ist eine neue Matrix und eine neue Rechte 

Seite 
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Der zweite Umrechnungsschritt soll in der zweiten Matrixspalte zwei Nullen und in der 

Diagonalen eine 1 erzeugen. (Die 1 steht zufällig schon da.). Pivotelement ist die [1]. 
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Das Resultat des zweiten Schrittes und die Aktionen für den 3. Schritt sind 
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Als Resultat des 3. Umrechnungsschrittes entsteht die Einheitsmatrix und die Lösung 
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Probe 

Um nicht eigenen Rechenfehlern aufzufliegen, macht man entweder die Probe mit allen 

Gleichungen, was das sicherste ist, oder 

- bei Gauß-Jordan immer mit der ersten Gleichung 

- beim Gauß-Eliminationsverfahren immer mit der letzten Gleichung 

 

Wir machen demnach die Probe mit der ersten Gleichung     6 Ö 1 ï 12 Ö 2 + 6 Ö 4  =  6 

 

 

11.3.2 Berechnung der Inversen A
-1

 

 

Inverse Matrizen werden oft in der Technik oder Statistik verwendet. Die inverse Matrix kann 

man z.B. so berechnen, indem man die folgenden n Gleichungssysteme löst. Sie 

unterscheiden sich nur durch die Stellung der 1 im Vektor der Rechten Seite: 
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Die n Lösungsvektoren  1x
C

,  2x
C

, ...,  
nx
C

  sind die Spalten der inversen Matrix A
-1

 

Da der erste Lösungsvektor die erste Spalte der inversen Matrix wird, bezeichnen wir seine 

Elemente mit  x11, x21, ..., xn1, die vom zweiten Lösungsvektor mit x12, x22, ..., xn2, usw. 

 

Kleines Zahlenbeispiel mit einer (2,2)-Matrix, d.h. n=2. 

Wir lösen die kleinen Gleichungssysteme nicht mit Gauß-Jordan, sondern mit dem Gauß-

Eliminations-Verfahren. Das erste der beiden Gleichungssysteme ist: 
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wir erhalten eine Dreiecksmatrix und können damit   x21 und dann x11 berechnen: 
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 2. Gleichung gibt 1539.0
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Das zweite der beiden Gleichungssysteme ist: 
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Wir erhalten wieder dieselbe Dreiecksmatrix und können damit   x22 und dann x12 berechnen: 
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 2. Gleichung gibt 2308.0
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3

2308,0
0)2308,0(13 1212 -=

-
=Ý=Ö+Ö xx  

 

Damit ist    öö
÷

õ
ææ
ç

å

-

-
=öö
÷

õ
ææ
ç

å
=-

2308.01539.0

0769.03846.0

2221

12111

xx

xx
A   die gesuchte inverse Matrix. 

 

Wir machen die Probe mit der Gleichung   EAA =Ö-1  , d.h. bei Multiplikation der Inversen 

mit der Originalmatrix nach den Regeln der Matrixmultiplikation muss die Einheitsmatrix 

entstehen (bis auf Rundungsfehler): 
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Hat man viele Gleichungssysteme mit derselben Matrix  A,  aber unterschiedlichen 

Rechten Seiten  b
C

  zu lösen, dann berechnet man einmalig die inverse Matrix  A
-1

 . Die 

Lösung eines der vielen Gleichungssysteme ist dann nur noch die relativ schnelle Operation 

ĂMatrix mal Vektorñ, denn es gilt: 

    bAx
CC 1-=  

 Genau diese Aufgabenkonstellation findet man beim Glätten von Messkurven mit dem 

Verfahren der Ăgleitenden Polynomeñ vor, denn da muss f¿r jeden neuen Messwert ein 

Gleichungssystem gelöst werden. 
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11.3.3 Tücken beim Lösen linearer Gleichungssysteme 

 

  
y 
              x 

 

Reguläres Gleichungssystem: 

2 Gleichungen (Geraden), 2 Unbekannte x und y, 

es existiert eine eindeutige Lösung (der Schnittpunkt) 

 

 

 

 

Unterbestimmtes Gleichungssystem (nicht lösbar): 

2 Unbekannte x und y, aber nur eine Gleichung (Gerade). 

Es existieren unendlich viele potentielle Lösungen, denn 

jeder Punkt der Geraden könnte zum Schnittpunkt werden 

 

 

 
 
y 
              x 

 

Überbestimmtes Gleichungssystem (gut lösbar): 

Man hat mehr Gleichungen als Unbekannte (hier 3 

Geraden). Es existiert eine eindeutige Lösung (der 

Schnittpunkt) nach der Methode der kleinsten Quadrate. 

 

 
            y=ax+b 
                          y=ax+d 

             
  

Widersprüchliches Gleichungssystem (nicht lösbar): 

In der Matrix entsteht bei den Eliminationsschritten eine 

Nullzeile. (Graphisch sind es parallele Geraden oder 

Ebenen, die das verursachen). Kein Schnittpunkt 

 

                   y=ax+b 
                         y=ax+b 
 

y 
                              x 

 

Singuläres Gleichungssystem (nicht oder ungenau lösbar) 

Entweder liegen linear abhängige Zeilen vor (z.B. zwei 

identische Gleichungen). In der Matrix entsteht eine 

Nullzeile. Oder fast linear abhängige Zeilen (z.B. zwei 

fast identische Gleichungen). Es entsteht in der Matrix 

eine Fast-Nullzeile, die auf ungenaue Lösungen führt. 

 

Merksatz: Lässt sich ein Gleichungssystem nicht lösen, dann ist in 99,9% der Fälle schon 

die Aufgabenstellung oder die zu Grunde liegende Konstruktion falsch. Suchen Sie dort 

den Fehler! 

 

Lineare Abhängigkeit einer Matrixzeile liegt vor, wenn sich diese als Linearkombination  

aus anderen Zeilen darstellen lässt. Im folgenden Beispiel lässt sich z.B. die 3. Zeile durch 

eine Linearkombination aus der 1. und 2. Zeile der Matrix darstellen. 

 

 

ZeileZeileZeile .25,1.15,0.3856

345

723

Ö-Ö=ö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ

ç

å

-

--

-

 

 

Eine Matrix heißt singulär, wenn sie linear abhängige Zeilen enthält. 

Eine Matrix heißt quasisingulär, wenn sie fast linear abhängige Zeilen enthält. 

 

Merksatz: Singuläre oder quasisinguläre Matrizen sind die Folge einer falschen oder 

überfrachteten Problemstellung. Höhere Rechengenauigkeit nützt nichts. 
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Wie erkennt der Laie schlecht konditionierte Matrizen bzw. Gleichungssysteme? 

- Bei einem Gleichungssystem ändert man auf der Rechten Seite bei irgendeiner Zahl 

die 3. oder 4. Kommastelle (z.B. aus 3.145 eine 3.146 machen). Ändert sich die 

berechnete Lösung darauf hin brutal, dann liegt schlechte Kondition vor. 

- Bei einer Matrix berechnet man die Inverse. Dann ändert man eine Kommastelle und 

berechnet die Inverse der Inversen. Das müsste die Ausgangsmatrix ergeben. Kommen 

brutal andere Werte heraus, dann ist die Matrix schlecht konditioniert (quasisingulär). 

 

 

11.4 Determinanten 

 

 Ebene              Raum 

 

Die Determinante (ĂBestimmendeñ) einer quadratischen 

Matrix ist geometrisch das von den Zeilenvektoren 

aufgespannte Volumen. Je dichter die Zeilenvektoren 

zusammenfallen, desto kleiner ist die Determinante. Ihren 

maximalen Wert hat sie, wenn die Zeilenvektoren 

senkrecht aufeinander stehen. 

 

Berechnung von Determinanten bei n=2 bzw. n=3 nach Sarrus ( Sarrusôsche Regel) 

(Der französische Mathematiker Pierre-Frédéric Sarrus lebte von 1798 bis 1861) 

 

12212211

2221

1211
2 aaaaAD

aa

aa
An A -==öö

÷

õ
ææ
ç

å
==  

 

 
           a 11   a 12   a 13     a 11   a 12 
n=3     a 21    a 22   a 23     a 21  a 22 
           a 31    a 32   a 33     a 31  a 32 

 

DA= A  =  a11 a22 a33 + a12 a23 a31 + 

                    a13 a21 a32 - a31 a22 a13 - 

                    a32 a23 a11 - a33 a21 a12 

(Die 3 positiven Terme folgen den abfallenden Linien , die 3 negativen Terme den 

ansteigenden Linien). 

 

Ab  n = 4  sollte man nicht mehr die Sarrusôsche Regel verwenden, denn die wird dann eklig 

kompliziert. Excel z.B. macht intern aus der Matrix eine Dreiecksmatrix wie beim Gauß-

Eliminationsverfahren und multipliziert einfach die Pivotelemente. Das Produkt ist die 

Determinante: 

Ô
=

==
n

i

iPAD
1

 

 

 

 

11.4.1 Die Cramerôsche Regel zur Lºsung kleiner Gleichungssysteme für n=2 bzw. n=3 

            (Der Schweizer Mathematiker Gabriel Cramer lebte von 1704 bis 1752) 

 

 

ersetztbSeitechtediedurchAvonSpalte

tekdiemanindemAausentstehtA

ADet

ADet
xmitbxA

kk

k
C

CC

Re

, -
==  
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Zahlenbeispiel für n=2 

 

öö
÷

õ
ææ
ç

å
=öö
÷

õ
ææ
ç

å
öö
÷

õ
ææ
ç

å -

=+

=-

2

5

24

73

224

573

2

1

21

21

x

x
chungMatrixgleialsoder

xx

xx
 

 

706,0
34

24

)7(423

)7(225

24

73

22

75

1 ==
-Ö-Ö

-Ö-Ö
=

-

-

=x                      (erste Spalte der Matrix ersetzt) 

 

412,0
34

14

)7(423

5223

24

73

24

53

1 -=
-
=

-Ö-Ö

Ö-Ö
=

-
=x                      (zweite Spalte der Matrix ersetzt) 

 

Probe:  
000,2)412,0(2706,04

002,5)412,0(7706,03

=-Ö+Ö

=-Ö-Ö
                        Probe O.K. 

 

Sehr große Gleichungssysteme löst man iterativ nach Gauß, nach Seidel oder nach Jordan, 

um nur einige Verfahren zu nennen. Wann benutzt man etwa welche Methode? 

n=2 oder n=3, dann Cramerôsche Regel oder Einsetzungsverfahren 

n=2 bis n=100, dann Gauß- oder Gauß-Jordan-Elimination 

n>100, dann iterative Verfahren nach Gauß, nach Seidel oder nach Jordan 

 

11.4.2 Beispiel Vereinfachte Spektrometerauswertung 

 

Lösungen von je 1 Mol/l der 3 Stoffe A, B, C geben im Absorptionsspektrometer folgende 

bereits logarithmierte  Skaleneinheiten: 

 

Wellenlänge 420 nm A=132  B=36  C=48 

  450 nm A=84  B=92  C=17 

  480 nm A=29  B=81  C=57 

 

Ein Prozess liefert A, B, C gemischt in wässriger Lösung. Eine Interaktion bei der Absorption 

findet nicht statt. Eine Messung der Lösung liefert bei 

 

Wellenlänge  420 nm  I1 =111,1 Skaleneinheiten 

   450 nm  I2 =  97,1 Skaleneinheiten 

   480 nm  I3 =  57,8 Skaleneinheiten 

 

Mit welchen Molzahlen ist welcher Stoff vertreten? Das Gleichungssystem lautet: 

 

  132 A +  36 B + 48 C  =  111,1 

    84 A +  92 B + 17 C  =    97,1 

    29 A +  81 B +  57 C  =   57,8 
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Die Cramerôsche Regel für n=3 ergibt die 4 Determinanten. Die aus der rechten Seite 

eingesetzten Matrixelemente sind fett dargestellt.: 

 

      D = 132Ö92Ö57 + 36Ö17Ö29 + 48Ö84Ö81 

     -  29Ö92Ö48  -  81Ö17Ö132 - 57Ö84Ö36  = 554 352 

 

      DA = 111,1Ö92Ö57 + 36Ö17Ö57,8 + 48Ö97,1Ö81 

     -  57.8Ö92Ö48  -  81Ö17Ö111,1 - 57Ö97,1Ö36  = 388 028 

 

   DB = 132Ö97,1Ö57 + 111,1Ö17Ö29 + 48Ö84Ö57,8 

     -  29Ö97,1Ö48  -  57,8Ö17Ö132 - 57Ö84Ö111,1  = 221 589 

 

   DC = 132Ö92Ö57,8 + 36Ö97,1Ö29 + 111,1Ö84Ö81 

     -  29Ö92Ö111,1  -  81Ö97,1Ö132 - 57,8Ö84Ö36  =   49 825 

 

Durch Division der Determinanten erhalten wir die Lösungen: 

 

Molkonzentration A = DA / D = 0,6999   gerundet 0,70 

   B = DB / D = 0,3997   gerundet 0,40 

   C = DC / D = 0,0899   gerundet 0,09 

 

Probe mit der 1. Gleichung:  132Ö0,70 + 36Ö0,40 + 48Ö0,09 = 111,12                 O.K. 

 

 

11.5 Eigenwerte und Eigenvektoren  

 

Eigenwerte spielen u.a. in folgenden Wissensgebieten eine Rolle: 
 

Elastizitätslehre: Anisotropes Material, z.B. gewalzter Stahl, hat die Eigenschaft, dass 

Dehnung D und Kraft F nur auf den Achsen des Dilatationsellipsoids gleiche Richtung haben. 

                             F 
 

                   D 
 

                  D        F 
 

                           Walzrichtung 

 
 

In der Kristalloptik  ist die Lichtgeschwindigkeit abhängig von der Richtung im Kristall. 

Elektrische Feldstärke und dielektrische Verschiebung haben nur auf den Achsen des 

Fresnelôschen Ellipsoids gleiche Richtung. 

 

In der mathematischen Statistik haben die Achsen des Korrelationsellipsoids die Richtung 

der Eigenvektoren der Kovarianzmatrix. In der Abbildung sind die Punkte Objekte 

(Probanden, Patienten), die durch Matrixzeilen (Patientendaten y1, y2, ....) repräsentiert 

werden. 
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         y2 
 

 
 
                                                    y1 

 
 

In der Wellenmechanik stehender Wellen ist die Lösung der Wellengleichung  

02

2

2

=+ w
w

k
dx

d
   nur für bestimmte Werte von k

2
 lösbar (die Eigenwerte der Lösung). 

 w        w 
x                                                  x 

 
 

 

Eine symmetrische quadratische Matrix A hat reelle Eigenwerte. Die zugehörigen 

Eigenvektoren stehen senkrecht aufeinander. Bei Multiplikation mit A ändern sie nicht ihre 

Richtung, sondern allenfalls ihre Länge. Die Eigenwertgleichung lautet: 

 

xxA
CC
Ö=l  

A ist die quadratische symmetrische Matrix 

   x
C

  ist einer der Eigenvektoren 

   l  ist der zum Eigenvektor zugehörige Eigenwert 

 

Die Berechnung der Eigenwerte l 1, l 2, ....,  l n   ist z.B. mit dem Charakteristischen 

Polynom der Matrix möglich: 

 ( )

l

l

l

ll

-

-

-

=Ö-=

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

EADetP

...

............

...

...

)(

21

22221

11211

 

 

Bei n=2 ist            12212211

2221

1211
)()()( aaaa

aa

aa
P ---=

-

-
= ll

l

l
l  

 

Nach dem Ausmultiplizieren der Klammern und einer kleinen Umordnung entsteht hier eine 

quadratische Gleichung, deren Lösungen man mit der p-q-Formel oder der Mitternachtsformel 

finden kann. Die beiden Lösungen sind die gesuchten Eigenwerte. 

 

Zahlenbeispiel aus der Mathematischen Statistik 

 

Die Graphik rechts zeigt die Höhenlinien einer 2-

dimensionalen Dichteverteilung. Die kleinste Ellipse 

im Zentrum markiert den Gipfel. Zu den Rändern hin 

fällt die Dichte ab. Der allgemeine Fall ist eine p-

dimensionale Verteilung (nicht zeichenbar). 

   y2             f (y1, y2) 
 

 
 

                               y1 
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Die p-dimensionale vektorielle GrºÇe  yô = (y1, y2, ....., yp )  heißt normalverteilt, wenn die 

Dichte die folgende Form hat (zur Erinnerung: das Apostroph heißt hier transponiert, d.h. 

Zeile statt Spalte) : 

( )
( ) ( )mm

p

-S-- -

S
= yy

p
p eyyyf

1')2/1(

21

2

1
),...,,(  

mô = ( m1, m2, ...., mp ) ist der Vektor der p Mittelwerte der p Datenspalten der (n, p)-

Datenmatrix. mit n Zeilen zu n Probanden oder Patienten. 

 

Aus Gründen der Übersichtlichkeit wird die Kovarianzmatrix  S   hier nur für p=2 

dargestellt. Die Erweiterung auf höhere p-Werte lässt sich leicht ableiten. 

 

( ) ( )( )

( )( ) ( ) ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å

-S--S

--S-S

-
=S

2

221122

2211

2

11

1

1

yyyyyy

yyyyyy

n
iii

iii  

 

Jede Summation  S  in der Matrix erfolgt über alle n Patienten ( i=1, 2, ..., n ). Leider ist hier 

die Matrixbezeichnung und das Summenzeichen identisch, sorry! 

S  in der Dichtefunktion f(y1, y2, ....., yp )  ist die Determinante der Kovarianzmatrix S. 

 

Die Dichtefunktion ist im 2-dimensionalen 

Fall (p=2) ein Berg mit elliptischen 

Höhenlinien. Die meisten Patientendaten 

liegen beim Durchschnitt (Mittelwert). Nach 

außen werden es weniger.  

      f 
 

        y2 
 

                                      y1 
 

Im 3-dimensionalen Fall kann man sich ein Ei vorstellen, das im Zentrum fest ist und nach 

außen immer weicher und poröser wird. Bei noch höherer Dimension versagt unsere 

Vorstellung, nicht aber der Formelapparat. Dr. Gmyrek aus Berlin hat 20 Neugeborene 

gewogen und gemessen. Das Gewicht ist y1, die Länge ist y2.  Die Mittelwerte und die 

Kovarianzmatrix sind: 

 

cm

Kg
y

vonSchätzung

vektorMittelwert
öö
÷

õ
ææ
ç

å
=

5,51

509,3

)( m
 

 

öö
÷

õ
ææ
ç

å
=

S 89,4823,0

823,02137,0

)(

var
S

vonSchätzung

ianzmatrixKo
 

 

Das Charakteristische Polynom ist    P(l) = ( 0,2137 ï l ) ( 4,89 ï l )  -  0,823 
2
 

 

oder                                                   l 
2
  -  5,1037 l  +  0,3676 

 

Die Wurzeln sind     l 1 = 5,0308           und         l 2 = 0,0730 

 

Die zugehörigen Eigenvektoren  öö
÷

õ
ææ
ç

å
=

21

11

1
x

x
x
C

   und    öö
÷

õ
ææ
ç

å
=

22

12

2
x

x
x
C

   erhält man aus der 

Eigenwertgleichung   xxA
CC
Ö=l  
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 öö
÷

õ
ææ
ç

å
=öö
÷

õ
ææ
ç

å
öö
÷

õ
ææ
ç

å

21

11

21

11
0306,5

89,4823,0

823,02317,0

x

x

x

x
         für l 1 

 

d.h.  0,2137 x11 + 0,823 x21 = 5,0306 x11  

 0,823   x11 + 4,89   x21 = 5,0306 x21  

 

Wir müssen das kleine Gleichungssystem lösen. Da unser Eigenvektor 1x
C

 unnormiert sein 

darf, setzen wir willkürlich   x11 = 1. Die obere Gleichung gibt dann  

 

  0,2317 + 0,823 x21 = 5,0306 

 

bzw.  öö
÷

õ
ææ
ç

å
==

-
=

8528,5

0,1
8528,5

823,0

2137,00306,5
121 xdamitundx
C

 

 

Wichtig an unserem Eigenvektor ist nicht die Länge (Norm), sondern die Richtung, die durch 

die relative Länge der beiden Komponenten und durch deren Vorzeichen vorgegeben wird. 

Bei Benutzung der unteren Gleichung kommt übrigens exakt derselbe Eigenvektor heraus. 

 

Jetzt der zweite Eigenvektor 2x
C

. Die Eigenwertgleichung liefert wieder zwei Gleichungen: 

 

  0,2137 x12 + 0,823 x22 = 0,0730 x12  

 0,823   x12 + 4,89   x22 = 0,0730 x22  

 

Auch hier reicht es, eine der beiden Gleichungen zu lösen. Wir setzen x12 = 1. 

 

0,2317 + 0,823 x22 = 0,0730 

 

gibt  öö
÷

õ
ææ
ç

å

-
=-=

-
=

1709,0

0,1
1709,0

823,0

2137,00730,0
222 xdamitundx
C

 

 

Wir haben jetzt die Richtungen der beiden Achsen der Korrelationsellipse. Wir machen die 

Achsen am Mittelwert fest. Jetzt möchten wir eine bestimmte Ellipse als Höhenlinie der 

Dichteverteilung zeichnen. Möglich wären etwa folgende Vorgehensweisen: 

- Wir zeichnen eine Ellipse zur konstanten Dichte K, d.h.,  f( y 1 , y 2 ) = K 

- Die Ellipse, in der 95% aller Einzelobjekte erwartet werden, die sogenannte 

Konfidenzellipse der Einzelwerte 

- Die Ellipse, in der mit 95% Wahrscheinlichkeit das wahre Mittel mô = ( m1, m2 ) 

erwartet wird, d.h., die Konfidenzellipse für das wahre Mittel der Population 

 

Wir wählen hier die Konfidenzellipse für das wahre Mittel der Population. Die ist nach 

Ahrens & Läuter 

 

 
( )
( )

( ) ( ) a,,

1

1
pnpFyySyy

pn

npn
-

- =-
¡

-
-

-
 

Dabei sind  öö
÷

õ
ææ
ç

å
=

2

1

y

y
y   die gesuchten Ellipsenkoordinaten und  öö

÷

õ
ææ
ç

å
=

2

1

y

y
y  der Mittelpunkt. 
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a,, pnpF - ist Sicherheitspunkt der F-Verteilung von Fisher mit den Freiheitsgraden FG1 = p  

und  FG2 = n - p  und der Irrtumswahrscheinlichkeit  a  (meist 5% oder 0,05). Den Wert 

findet man in vielen Statistikbüchern, im Skript Biomedizinische Statistik oder man berechnet 

ihn in Excel mit der Statistikfunktion FVERT. Dort findet man für die aktuellen Zahlen n=20 

und p=2 

   a,, pnpF -  =  F 2, 18, 0.05 =   3,55 

 

Die inverse Matrix S
ï1

  berechnen wir aus der Kovarianzmatrix  S  nach der Cramerôschen 

Regel. 

 

     öö
÷

õ
ææ
ç

å
=

89,4823,0

823,02137,0
S   mit der Determinante    Det (S) = 0,2137Ö4,89 ï 0,823 

2
 = 0,3676 

 

Wir lösen die beiden Gleichungssysteme 

 

 öö
÷

õ
ææ
ç

å
=öö
÷

õ
ææ
ç

å
Ö

0

1

21

11

z

z
S      und     öö

÷

õ
ææ
ç

å
=öö
÷

õ
ææ
ç

å
Ö

1

0

22

12

z

z
S  

 

 und erhalten die Spalten der inversen Matrix             öö
÷

õ
ææ
ç

å
=-

2221

12111

zz

zz
S  

 

Nach der Vorgehensweise der Cramerôschen Regel setzen wir die rechten Seiten der 

Gleichungssysteme in die Matrix  S  ein und berechnen die Determinanten: 

 

89,4
89,40

823,01
=öö
÷

õ
ææ
ç

å
Det                und damit              z11 = 4,89 / 0,3676 = 13,302 

 

823,0
0823,0

12137,0
-=öö

÷

õ
ææ
ç

å
Det                und damit              z21 = -0,823 / 0,3676 =  - 2,2398 

 

823,0
89,41

823,00
-=öö

÷

õ
ææ
ç

å
Det                und damit              z12 = -0,823 / 0,3676 =  - 2,2398 

 

2137,0
1823,0

02317,0
=öö
÷

õ
ææ
ç

å
Det                und damit              z22 = 0,2137 / 0,3676 = 0,5813 

 

Da der Faktor  
( )
( )

4737,9
219

2018

1
=

Ö

Ö
=

-

-
=

pn

npn
K      laut Ahrens & Läuter immer wieder auftritt, 

multiplizieren wir ihn gleich in die inverse Matrix  S 
ï1

  mit hinein und erhalten die Matrix 

 

öö
÷

õ
ææ
ç

å

-

-
=Ö-

507,521,21

21,2102,126
1SK  
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P1 liegt auf der Ellipse und auf dem Strahl x1, d.h. auf der 

Richtung des ersten Eigenvektors. P2 liegt ebenfalls auf der 

Ellipse, aber auf dem Strahl x2, d.h. auf der Richtung des 

zweiten Eigenvektors. Um Rechenarbeit zu sparen, verlegen 

wir das Ellipsenmittel zum Ursprung    'y = (0.0  ,  0.0 ) 

       y2                    P1 
                      x1 

                            P2 
                             x2 

                                    y1 

                             
 

Die Gleichung von Ahrens & Läuter wird dann einfacher und lautet nun  55,3' 1 =- ySKy   

oder ausführlicher geschrieben 

 

 ( ) 55,3
507,521,21

21,2102,126
,

2

1

21 =öö
÷

õ
ææ
ç

å
öö
÷

õ
ææ
ç

å

-

-

y

y
yy           

 

Das ist eine Ellipsengleichung, die die Kontur der Ellipse festlegt. Nur solche Kombinationen 

(Punktkoordinaten) von ( y1 , y2 ) sind zugelassen, die den Wert   3,55   ergeben. Zum 

Zeichnen reicht es uns, wenn wir die versetzten Punktkoordinaten der beiden Punkte P1 und 

P2 berechnen. Im PC könnte man natürlich weit mehr Punkte berechnen lassen. 

 

Wir versuchen also zuerst die Koordinaten ( y1 , y2 ) von Punkt P1 zu berechnen.  

Auf dem Strahl x1 gilt wegen  öö
÷

õ
ææ
ç

å
=

8528,5

1
1x
C

   die Beziehung    y2 = 5,8528 Ö y1     

oder   y2 = k Ö y1      mit   k = 5,8528  .  Das ist eine Geradengleichung. 

 

Eingesetzt in die  Ellipsengleichung erhalten wir eine Gleichung, in der nur noch y1 als 

Unbekannte auftritt. 

 

( ) ( ) öö
÷

õ
ææ
ç

å
ÖÖ+Ö-ÖÖ-Ö=öö

÷

õ
ææ
ç

å

Ööö
÷

õ
ææ
ç

å

-

-
Ö

1

1

1111

1

1

11 507,521,21,21,2102,126
507,521,21

21,2102,126
,

ky

y
ykyyky

yk

y
yky

 

55,3507,521,2121,2102,126 2

1

22

1

2

1

2

1 =ÖÖ+ÖÖ-ÖÖ-Ö= ykykyky  

 

Wir lösen diese Gleichung nach 2
1y  auf und erhalten mit   k = 5,8528  von oben 

 

05347,0
397,66

55,3

507,521,21202,126

55,3
2

2

1 ==
Ö+ÖÖ-

=
kk

y                oder           y1 = 0,2312 

 

Koordinate y1 ist die Verrückung des Punktes P1 nach rechts.  

Für y2 gilt          y2 = k Ö y1 = 1,3534   gemäß obiger Geradengleichung des Einheitsvektors 1x
C

. 

Damit  haben wir die beiden Koordinaten des Punktes P1 gefunden. 

 

Wir versuchen jetzt die Koordinaten ( y1 , y2 ) von Punkt P2 zu berechnen.  

 

Auf dem Strahl x2 gilt wegen  öö
÷

õ
ææ
ç

å

-
=

1708,0

1
2x
C

   die Beziehung    y2 = -0,1708 Ö y1     

oder   y2 = k Ö y1      mit   k = -0,1708. 
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Da sich nur k geändert hat, können wir dieselbe Gleichung  2

1y =.........  wie oben benutzen, 

müssen nur das neue k einsetzen. Wir erhalten 

 

0266,0
43,133

55,32

1 ==y     oder    y1 = 0,163    und mit       y2 = -0,1708 Ö y1 = -0,0278. 

Damit haben wir auch die Koordinaten von Punkt P2 . 

  

Um die Ellipse am richtigen Ort zeichnen zu können, machen wir die 

Koordinatenverschiebung rückgängig, d.h., wir addieren zu beiden Punktkoordinaten wieder 

den Mittelpunkt und erhalten so die endgültigen Koordinaten von P1 und P2:  

 

öö
÷

õ
ææ
ç

å
=öö
÷

õ
ææ
ç

å

+

+
=

85,52

74,3

3534,15,51

2312,0509,3
1P   öö

÷

õ
ææ
ç

å
=öö
÷

õ
ææ
ç

å

-

+
=

47,51

67,3

0278,05,51

163,0509,3
2P  

 

            Länge              P1 
 

52,0 
51,5                Y  
 

50,5                         P2 
50,0 

 

                                      Gewicht 
              3,0   3,5   4,0 

 

            Länge 
                                         richtig 

                                                 falsch 
                 x2 

                    richtig 

                                       falsch 
                             x1 
 

                                                            Gewicht 

         3,0                   3,5                    4,0 

  
Mit den 3 Punkten  Y= Mittelpunkt, 

P1 und P2 kann man die Ellipse schon 

recht gut zeichnen und positionieren. 

In dieser Ellipse müsste sich mit 95% 

Wahrscheinlichkeit das Ăwahre 

Populationsmittel m ñ befinden. 

Vorsicht bei ungleichen Maßstäben für y1 und y2 (hier 

Länge und Gewicht). Die Achsen haben eine neue 

Richtung (fette Linien), da ja im Bild die Gewichts-

achse mächtig gestreckt wurde. Aber die neuen 

Achsen stimmen nicht mehr mit den gewohnten 

Ellipsenachsen überein (gestrichelte Linien) 

 

Merke: Es gibt Programme, die Eigenwerte und Eigenvektoren berechnen, z.B. das Jakobi-

Verfahren 

 

 

12. Funktionen mehrerer Veränderlicher 
 

12.1 Einführung  

 

Die beiden Funktionen   f(x)  oder  f(t)   sind beides Funktionen einer Veränderlichen. 

Die Funktionen  f(x, t)  oder  g(x, y, z)  sind Funktionen mehrerer Veränderlicher. 

 

Darstellungsarten 

 

Die 3-D-Illusion  zeigt eine Funktion z= f(x,y) 

mit zwei Veränderlichen als gebogene Ebene 

über der Ebene, die die beiden Veränderlichen 

x und y aufspannen. Man bekommt eine 

räumliche Vorstellung. 

    z 
 

                                                        y 
 

                                                x 
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Die 2-D-Parameterdarstellung zeigt die 

Funktion als Kurvenschar einfacher 

Funktionen über x. Die zweite Veränderliche, 

y, wurde zum Parameter degradiert. Nur für 

bestimmte ausgewählte y-Werte erscheinen 

Kurven. 

 z                                  y=3 
                                    y=2 

                                   y=1 
                               y=0                 x                                                

 

Darstellung mit Höhenlinien: Man schaut 

von oben auf die x-y-Ebene, auf der die 

Funktion z = f(x,y) definiert ist. Die Linien 

gleicher Höhe werden dargestellt. Das 

erinnert an Landkarten, wo ebenso verfahren 

wird. 

  Y                                               1 
                                            2 

4 3 
              5 
                                                         x  

 

 

Skalare Felder 

 

Skalare Felder sind Funktionen auf einer Ebene oder im Raum 

 

Auf einem Blech wird ein x-y-Koordi-

natensystem gedacht. Die Linien gleicher 

Temperatur werden als Höhenlinien 

gezeichnet. Links unten am Blech sitzt 

offensichtlich die Wärmequelle. 

          70°C         60°C    50°C        40° 
  y  

         80°C 
90°C                                              x 

 
Konzentrationsverteilung  K(z) in einem 

Tank. Eigentlich müsste es  K(x, y, z)  heißen, 

aber in x- bzw. y-Richtung ändert sich hier 

die Konzentration nicht. Jede Schicht 

(gestrichelte Höhe) hat ihre Konzentration. 

Der Salzgehalt sinkt mit der Höhe z. 

              
                            z 

 
 

                                              y 
                                                      x 

 
 

Vektorfelder  

 

Jedem Ebenenpunkt bzw. jedem Raumpunkt ist eine Vektor zugeordnet. Ein Vektor hat 

Länge und Richtung, und wird meist durch einen Pfeil dargestellt. 

 

a) Strömung in einem Rohr: Am Rand ist 

die Strömung durch die Reibung 

geringer. Im Zentrum ist sie am 

größten. 

b) Windkarte v(x, y) 

c) Kraft bzw. Dehnung im Material 

 a)                                          b) 
 

 
c)               Last 

 
 

 

Rein mathematisches Beispiel eines Vektorfeldes in einer Ebene (ohne sinnvolle 

Anwendung). Die Länge (und das Vorzeichen) jeder der beiden Komponenten Ax und Ay 

wird getrennt durch eine Formel vorgegeben. Für jeden beliebigen Punkt der x-y-Ebene lässt 

sich so ein Vektor A
C

  berechnen 
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( )( )
ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å

++
==

2222

2

,,,
yx

x

yx

y
AAyxA yx

C
 

Beispiel für 2 Punkte 

 

            ( ) ( )45.0,78.1
41

1
,

41

4
2,1 =ö

÷

õ
æ
ç

å

++
=A

C
 

 

          ( ) ( )71.0,71.0
11

1
,

11

1
1,1 =ö

÷

õ
æ
ç

å

++
=A

C
 

 

      Komponente Ax zeigt nach rechts, Ay  nach oben. 
 

    y 
 3 

 2 
 

 1 
                                       x 
            1     2       3     

 

 

Spezielle Vektorfelder 

 

 Homogenes Vektorfeld  ( ) ),(, yx KKyxA =
C

, 

d.h. alle Vektoren sehen gleich aus. 

Radialsymmetrisches Vektorfeld 

() )(rfrA =
C

, d.h., die Vektoren zeigen alle 

nach außen (bzw. innen). Ihre Länge ist f(r).  

Zylindrisches Vektorfeld  )()( rfrA =
C

, d.h., 

die Vektoren sind Tangenten mit Länge f(r).                    

 a)                                    b) 
 

 
 
  c) 

 

 

 

Koordinatensysteme der Ebene 

Polarkoordinaten  ă Ą  Kartesische Koordinaten 
 

            
22 yxr +=                        x = rÖ cos (a) 

            a = arctan( y / x )   !!!           y = rÖ sin (a) 
 

(!!!   Wenn x<0, dann p oder 180° zu a addieren) 

  y                           
   y                            P 

             r 
             a                     x 
                             x 

 
 

Koordinatensysteme im Raum 

Kugelkoordinaten ă Ą Kartesische Koordinaten 

 

      r = Radius                                  x , y , z 

     f = Meridian (Längengrad) 

     q = Polwinkel (Breitengrad) 

 

(Hier wurde die negative y-Achse gezeichnet) 

          z                  P 
                     r 

 
          O     q                         x 

 -y                  f           x 
     

 
 

222 zyxr ++=      x = r Ö cos( q ) Ö cos ( f ) 

f = arctan( y / x )   !!!               y = r Ö cos( q ) Ö sin ( f ) 
 

(!!!   Wenn x<0, dann p oder 180° zu a addieren) 
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ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å

+
=

22
arctan

yx

z
q     z = r Ö sin( q ) 

 

Vorsicht! Manchmal wird ein anderes Koordinatensystem benutzt, bei dem der Winkel q  von 

der z-Achse (vom Pol) aus gezählt wird. Damit ändern sich die Formeln. Manche Autoren 

nehmen auch den arcsin statt des arctan. Auch das ändert die Formeln. 

 

Zylinderkoordinaten  

Zylinderkoordinaten ă Ą Kartesische Koordinaten 
 

             
22 yxr +=                           x = rÖ cos (f) 

            f = arctan( y / x )   !!!               y = rÖ sin (f) 
 

(!!!   Wenn x<0, dann p oder 180° zu a addieren) 

 

              z = z                                        z = z 

    z                             P 
 

               r 
                                 z 
                       y 

                y 

                f                    x 

    O               x 
 

 

Bei der Auswahl des geeigneten Koordinatensystems spielen viele Faktoren eine Rolle. Das 

Hauptprinzip ist jedoch, dass Berechnungen möglichst einfach werden. So muss es nicht 

unbedingt sein, dass ein kugelförmiger Tank mit Kugelkoordinaten beschrieben wird, sondern 

manchmal sind die Zylinderkoordinaten sogar günstiger, usw. 

 

Das bewegliche Dreibein 

 

Das bewegliche Dreibein wird von den Komponenten eines Vektors aufgespannt, dessen 

Startpunkt Po mal hier, mal da liegt. Beispiel Erde: Unser Nord-Ost-oben-Dreibein zeigt in 

Europa in eine andere Richtung, als in Amerika. Zudem dreht es sich mit der Erde mit. 

 

 

Bei Kartesischen Koordinaten behält das Dreibein seine 

Raumrichtung. Ein Vektor A wird im Punkt Po in 

dieselben drei Komponenten zerlegt, wie im Ursprung O. 

                       A = Ax + Ay + Az 

 z            Az 
                                 A 

             r    Po          Ax 
          y 

 O                                x 

Ay 

 
 

 

Bei Kugelkoordinaten dreht sich das 

Dreibein nach den beiden Winkeln 

f (Drehung um die z-Achse) und q (Winkel 

von r zur x-y-Ebene). Komponente Ar liegt 

auf dem Radius r. Af liegt in f-Drehrichtung, 

Aq in q-Drehrichtung. Alle drei 

Komponenten Ar, Af, Aq stehen immer 

senkrecht aufeinander.    A = Ar+ Af +Aq 

       z 

                     Aq       Ar        

                                                A 

                Af 

                   r 
 

       y     q 

O                  f                                 x 
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Bei Zylinderkoordinaten  dreht sich das 

Dreibein um die z-Achse. Af liegt in f-

Drehrichtung, Ar liegt auf dem Radius r. 

Beide Komponenten Af und Ar sind parallel 

zur x-y-Ebene. Komponente Az steht 

senkrecht in z-Richtung. Für Vektor A gilt    

A = Ar+ Af +Az 

    z                     Af       Az        A 
               r                            Ar 

 
                  y                 z 

            

    O                     f                       x 

 
 

Achtung: Wir dürfen die Komponenten eines Vektors, z.B. Ar, Af, Aq  bei Kugelkoordinaten, 

nicht mit den Achseneinheitsvektoren, z.B.  er, ef, eq  verwechseln. Die 

Achseneinheitsvektoren  ef, eq  zeigen z.B. immer in die positive Drehrichtung der Winkel f 

und q,    er  immer in die Verlängerungsrichtung des Radius  Die Komponenten  Ar, Af, Aq  

eines Vektors  A  können jedoch positiv oder negativ sein, d.h. gleiche Richtung oder 

entgegengesetzte Richtung wie die Achseneinheitsvektoren haben. Zudem ist die Länge der 

Achseneinheitsvektoren auf  1 normiert, während Vektorkomponenten beliebige positive oder 

negative Werte annehmen können. 

 

Beispiel Umrechnung eines Vektors von Zylinderkoordinaten auf Kartesische 

Koordinat en 

 

( ) ZZrrZr eAeAeAAAAA
CCCC
Ö+Ö+Ö== fff,,        ist der Vektor A  in Zylindereinheitsvektoren 

 

er, ef, ez  bilden das bewegliche Achseneinheitsvektoren-Dreibein. In kartesischen 

Koordinaten ausgedrückt sind die drei Achseneinheitsvektoren (Zeichnung anschauen!!) 

 

er  = ( cos ( f ) , sin ( f ) ,  0 ) =     cos ( f ) Ö ex + sin ( f ) Ö ey + 0 Ö ez     

 

ef  = ( -sin ( f ) , cos ( f ) ,  0 ) =   -sin ( f ) Ö ex + cos ( f ) Ö ey + 0 Ö ez     

 

  ez = (    0         ,       0       ,  1 ) =         0 Ö ex       +       0 Ö ey      + 1 Ö ez     

 

Damit wird Vektor A, wenn wir die letzten drei Formeln oben einsetzen,  

 

     A
G

 = Ar (cos ( f ) Ö ex + sin ( f ) Ö ey ) + Af (-sin ( f ) Ö ex + cos ( f ) Ö ey ) + Az ( 1 Ö ez ) 

 

Wir ordnen die Komponenten nach ex , ey , ez   und erhalten 

 

     A
G

 =  ( Ar cos ( f )- Af sin ( f ) ) Ö ex   +   ( Ar sin ( f ) + Af cos ( f ) ) Ö ey   +    Az  Ö ez  

 

oder unter Weglassung der Einheitsvektoren in der einfachen Komponentenschreibweise 

geklammert und durch Kommas getrennt: 

 

     A
G

   =  ( Ar cos ( f )- Af sin ( f ) )   ,    ( Ar sin ( f ) + Af cos ( f ) )    ,     Az    )  

 

oder kurz 

 

      A
G

   =  (       A x         ,         A y        ,       A z         ) 
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12.2 Partielle Ableitungen einer Funktion mehrerer Veränderlicher 

 

Die partielle Ableitung liefert den Anstieg einer Tangente an einer Funktion im Punkt P in 

einer bestimmten Richtung.  

 

Beispiel: Sie stehen auf dem Feldberg im Punkt P und gehen in Ostrichtung (x-Richtung). 

Geht es aufwärts in dieser Richtung, ist die partielle Ableitung fx in diesem Punkt positiv. 

Gehen Sie vom selben Punkt in Nordrichtung und geht es da abwärts, dann ist die partielle 

Ableitung fy in diesem Punkt negativ. 

 

Die partiellen Differenzial und Differenzenquotienten einer Funktion  z = f(x,y)   sind 

 

( ) ( )
x

yxfyxxf

xx

yxf
f x

D

-D+

­D
=

µ

µ
=

,,

0

lim),(
 

 

( ) ( )
y

yxfyyxf

yy

yxf
f y

D

-D+

­D
=

µ

µ
=

,,

0

lim),(
 

 

Das praktische Differenzieren einer Funktion erfolgt auf genau die gleiche Art und Weise, 

wie bei den gewöhnlichen Funktionen einer Veränderlichen, nur dass man die jeweils 

andere Variable, nach der gerade nicht differenziert wird, wie eine Konstante 

behandelt. 

 

Beispiel:       
22

2
),(

yx

xy
yxf

+
=        für     ( x , y) ̧  ( 0 , 0) 

 

( )
( )222

22

2

222''

yx

xxyyxy

v

uvvu
f x

+

Ö-+Ö
=

-
=  

 

Hier wurde y beim Differenzieren nach x wie eine Konstante behandelt ( y = Konstante) 

 

 

Die Tangentialebene 

 

Man denke sich eine Pappe an einen Punkt f(x0,y0) 

der gewölbten Funktion f(x,y) gedrückt. Die 

Gleichung der Tangentialebene ist dann: 
 

           Z =  f(x0,y0)  + A (x-x0) + B (y-y0) 
 

              =   f(x0,y0)  + fx (x-x0) + fy (y-y0) 
    

 A = f x  und  B = f y  sind die Richtungsanstiege. 

  z                        Tangentialebene 
 

 
       f(x,y) 
 

 
                                                          y 

    x                           (xo,yo) 
 

 

Z = f(xo, yo) ist der Funktionswert im Berührungspunkt 

A = f x   ist die partielle x-Ableitung im Punkt (xo, yo) 

B = f y   ist die partielle y-Ableitung im Punkt (xo, yo) 
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Die Tangentialebene entspricht der Tangente an eine Kurve im Fall einer Funktion mit nur 

einer Veränderlichen. Die Tangentialebene ist auch die Taylorreihenentwicklung der Funktion 

f(x,y) bis zum linearen Glied, und spielt damit eine wichtige Rolle in vielen Disziplinen. 

 

Höhere partielle Ableitungen 

 

x

yxf
f x

µ

µ
=

),(
   ist der Anstieg in x-Richtung 

y

yxf
f y

µ

µ
=

),(
   ist der Anstieg in y-Richtung 

 

( )
ö
÷

õ
æ
ç

å

µ

µ

µ

µ
=

µ

µ
=

x

yxf

xx

yxf
f xx

,),(
2

2

 ist die Krümmung in x-Richtung 

 

( )
öö
÷

õ
ææ
ç

å

µ

µ

µ

µ
=

µ

µ
=

y

yxf

yy

yxf
f yy

,),(
2

2

 ist die Krümmung in y-Richtung 

 

( )
xyx f

yx

yxf

y
f

µ

µ
=ö
÷

õ
æ
ç

å

µ

µ

µ

µ
=

,
  ist die x-Anstiegsänderung in y-Richtung 

 

( )
yxy f

xy

yxf

x
f

µ

µ
=öö
÷

õ
ææ
ç

å

µ

µ

µ

µ
=

,
  ist die y-Anstiegsänderung in x-Richtung 

 

Zumeist gilt  f yx = f xy . Beim Lesen der Indexkette, z.B. Ă y x Ă geht man von rechts nach 

links, d.h., zuerst partiell nach  x  ableiten, dann nach  y . 

 

Beispiel f(x,y) = 2 y 
2
 ï x y + ( x 

2
 / 2 ) 

 

  f x = - y + x    f yx = -1 

         beide gleich 

  f y = 4 y ï x    f xy = -1 

 

Totales Differenzial 

 

Die Änderung des Funktionswertes  dz   bei Fortschreiten im Raum (x,y) um die kleine 

vektorielle Strecke  rd
G

  heißt Totales Differenzial und spielt eine wichtige Rolle, z.B. in der 

Thermodynamik. Die Änderung  dz  wird so berechnet, als schreite man vom Punkt P=f(xo,yo) 

auf der Tangentialebene ( über dem Schrittchen  dr  auf der x-y-Ebene) bis zum Punkt Z 

voran. Dann ist  dz  der Höhengewinn von Punkt Z bezogen auf den Ausgangspunkt P. 

 

 

Schritt im Raum: yx edyedxrd
CCC
Ö+Ö=  

 

Totales Differenzial: dyfdxfdy
y

f
dx

x

f
dz yx +=Ö

µ

µ
+Ö

µ

µ
=  

           z               Z 
   Tangential- 

   ebene                  dz 
          P         dr                 
              y             f(x,y) 

                                       x 
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Kettenregel   1   für mittelbare Funktionen 

 

Problem: Ein Punkt bewegt sich auf einer Bahnkurve, deren Koordinaten auf der x-y-Ebene 

durch die Funktionen  x = x(t)  und  y = y(t)  gegeben sind.  

Die Größe  t  heißt Parameter und könnte z.B. die 

Zeit sein oder die zurückgelegte Wegstrecke, die 

der Punkt schon unterwegs ist. Außerdem ist das 

Geländeprofil als Funktion  z = f(x,y) gegeben. 

Gesucht ist der Anstieg pro Parameterschritt  dt.  

Kettenregel 1 lautet: 

                           
dt

dy

y

f

dt

dx

x

f

dt

dz

µ

µ
+

µ

µ
=  

   z 
 

                                          z = f(x,y) 
                y(t)          Y 
  
 

              Bahnkurve 

                                           x(t)     x 
 

 

 

Kettenregel   2   für mittelbare Funktionen 

 

Problem: Ein Punkt bewege sich auf einer Bahn, 

z.B. einer Kreisbahn, die am leichtesten in 

Polarkoordinaten beschrieben werden kann. Das 

Geländeprofil  z = f(x,y)  sei aber in einem 

anderen Koordinatensystem beschrieben, z.B. in 

Kartesischen Koordinaten x und y. Gesucht sind 

die partiellen Ableitungen nach den 

Bahnkoordinaten (z.B. Polarkoordinaten r und f). 

                      z 
                   z = f(x,y) 
 

         Kreis  bahn 

                                  y    r 

                           f            
                                        x  

 

 Beispiel: x  = x ( r , f )  =  r Ö cos ( f )   r = Bahnradius 

 

   y  = y ( r , f )  =  r Ö sin ( f )   f = Winkel 

 

Gegeben ist  das Geländeprofil  z = f(x,y), gesucht sind die Änderungen von  z  in r-Richtung 

(radiale Ableitung) und in f-Richtung (tangentiale Ableitung). Kettenregel 2 lautet in diesem 

Fall: 

 

 
r

y

y

f

r

x

x

f

r

z

µ

µ

µ

µ
+

µ

µ

µ

µ
=

µ

µ
  Änderungen von  z  in r-Richtung (radiale Ableitung) 

 

 
fff µ

µ

µ

µ
+

µ

µ

µ

µ
=

µ

µ y

y

fx

x

fz
  Änderungen von z in  f-Richtung (tangentiale Ableitung) 

 

Beispiel: Kreisbahn im Abstand  r = 0,8 [m]  um den Koordinatenursprung im Geländeprofil  

z = x 
2
 + y  ebenfalls in Meter  Der Radius  r  ist konstant, Winkel  f  ändert sich. Gesucht ist 

der Anstieg  fµµ/z   mit  z = x 
2
 + y.   

 

 ()( ) ()ff
fff

cos1sin2 ÖÖ+Ö-ÖÖ=
µ

µ

µ

µ
+

µ

µ

µ

µ
=

µ

µ
rrx

y

y

fx

x

fz
 

 

Bei einem aktuellen Winkel von  f = 30°  finden wir: 
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 fµµ/z = 2Ö r Ö cos(30°) ( -rÖ  sin(30°)) + rÖ  cos (30°) 

oder 

 fµµ/z = 2Ö 0,8Ö 0,866 ( -0,8Ö 0,5) + 0,8Ö 0,866  =  0,138   [m/Rad]   

 

Falls wir den Anstieg pro Grad wünschen, dann das Ergebnis mit    180 / p   multiplizieren. 

Kettenregel 2 ist natürlich auch bei anderen Kombinationen von Koordinatensystemen 

anwendbar, muss aber sinngemäß abgewandelt werden. 

 

12.3 Der Gradient 

 

So heißt der Vektor, der im Raum oder auf der Ebene die Richtung des stärksten Anstiegs 

einer Funktion  f(x,y)  bzw.  f(x,y,z)  anzeigt, und dessen Komponenten gerade die Größe der 

partiellen Ableitungen haben. Der Gradient ändert sich für gewöhnlich von Punkt zu Punkt. 

 

Schreibweisen für den Gradienten sind: 

 

( ) ( ) yxyx

T

yx

y

x
e

y

f
e

x

f
ffff
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µ
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=Ð ,,  

 

Das Zeichen  Ð  wird ĂNablañ genannt. F¿r  Ðf  sprich  ĂNabla fñ. Trennt man das Nabla von 

der Funktion, dann bleibt der Differenzialoperator,   Nabla  oder  grad  genannt, übrig. 

 

   zyx e
z

e
y

e
x

CCC
Ö

µ

µ
+Ö

µ

µ
+Ö

µ

µ
=Ð   Bei Kartesischen Koordinaten   x,y,z   im Raum  

 

   qf
qf

eee
r

r

CCC
Ö

µ

µ
+Ö

µ

µ
+Ö

µ

µ
=Ð  Bei Kugelkoordinaten   r, f, q   im Raum 

 

Richtungsableitung 

 

Als Richtungsableitung   fu  bezeichnet man die Projektion des Gradienten auf eine beliebige 

Richtung  u
C

, die durch diesen Vektor u
C

 vorgegeben wird. Die Projektion eines Vektors auf 

eine Richtung berechnet man aus dem Skalarprodukt des Gradienten mit dem Einheitsvektor 

ue
C

. 

 

Beispiel:          Gegeben ist die ĂLandschaftñ      z  =  f(x,y)  = 2 y 
2
 ï x y + ( x 

2
 / 2 ) 

 

  Gesucht ist zuerst der Gradient im Punkt  (xo , yo ) = ( 1  ,  2 ) 

 

( ) ( ) ( ) öö
÷

õ
ææ
ç

å-
=Ö+Ö-=-=-Ö+-=-+-=Ð

7

1
717,1124,124, yx eexyxyf
CC

 

 

Gesucht ist jetzt die Richtungsableitung in 

Himmelsrichtung NNO, d. h. eine Richtung mit einem 

Winkel von 67,5° gegen die x-Richtung (Osten). (In der 

Seefahrt und Luftfahrt wird dagegen rechts herum gezählt 

und bei Nord=0° begonnen.) 

 y                 u 
[Norden] 

                        67,5° 
  
                               x [Ost] 
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Der Richtungsvektor u
C

 hat demnach die beiden Komponenten 

 

 ( ) ( ) ( )9239.0,3827.05,67sin5,67cos =Ȫ+Ȫ= yx eeu
CCC

 

 

Der Einheitsvektor  uueu

CCC
/=  in u-Richtung ist hier identisch mit Vektor u

C
, da dieser schon 

die normierte Länge 1 hat, wie man leicht nachprüfen kann:   19239,03827,0 22 =+  

 

 ( )( ) 08,69239,073827,019239.0,3827.07,1 =Ö+Ö-=Ö-=ÖÐ= uef
du

df C
 

 

Um diesen Betrag würde sich die Höhe   z    ändern, ginge man eine Längeneinheit vom 

Punkt   ( x=1  ,  y=2 ) auf der x-y-Ebene in Richtung  u   auf der Tangentialebene. 

 

Der Einheitsvektor in Gradientenrichtung 

 

Man dividiert den Gradienten durch seine Norm und erhält einen Einheitsvektor mit der 

Länge 1 und der Richtung des Gradienten: 

 

 
( ) ( )

( )9899.0,1414.0
71

7
,

71

1

2222
-=

ö
ö
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õ

æ
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å

+-+-

-
=Ge

C
 

 

Die Länge (Norm) des Gradienten ist bei unserem Beispiel   ( ) 07,771 22
=+-=Ðf  

 

Keine Richtungsableitung kann größer sein, da ja der Gradient mit seiner Norm die 

höchstmögliche Ableitung in einem Punkt (x,y) angibt. Um diesen Betrag   7,07   würde sich 

die Höhe   z    ändern, ginge man eine Längeneinheit vom Punkt   ( x=1  ,  y=2 ) auf der x-y-

Ebene in Richtung des Gradienten. 

 

Der Gradient in einer dimensionsbehafteten Ebene   (Beispiel Anodische Oxydation) 

 

Bei der Anodischen Oxidation wird Strom durch Abwasser geleitet. Man baut so schwer 

abbaubare Substanzen ab. Die Prozesskosten werden hauptsächlich von den Stromkosten und 

der Anodenfläche (teures Material) bestimmt. Ein Diplomand machte mit verschiedenen 

Stromstärken und unterschiedlich großen Anodenblechen Versuche. Zu jeder Kombination 

sind die Prozesskosten zur Aufreinigung von 1 [m
3
] Abwasser bekannt. Mit dem Programm  

multiple Regression von Excel wurde dann eine Kostenfunktion   K ( i, A )  durch die 

Datenpunkte gelegt. Die Funktion ist demnach über einer x-y-Ebene definiert. Die 

Skaleneinteilung in mm ist ebenfalls angegeben, da sie die Darstellung maßgeblich 

beeinflusst: 

 

Stromstärke       i [mA]   wurde als x-Variable gewählt         mit  1 [mA]  @ 34 [mm] 

Anodenfläche     A [cm 
2
]   wurde als y-Variable gewählt.        mit  1 [cm

2
]  @ 0,6 [mm] 

Kosten      K [Eu] wurden zur z-Variablen  

 

Excel lieferte auf Grund der gemessenen Daten und berechneten Kosten folgende 

Kostenfunktion: 
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K [Eu] = -29,16 [Eu] + 3,355 [Eu/mA]Öi + 0,147 [Eu/cm 
2
] ÖA  - 0,00884 [Eu/(mAÖ cm 

2
)]ÖiÖA 

 

Die Aufgabe war es, den Gradienten im Punkt  i = 12,2 [mA]   und  A = 257,4 [cm
2
] zu 

zeichnen. Das besondere Problem bei dieser Aufgabe bestand darin, die sehr 

unterschiedlichen Größen (Stromstärken lagen etwa bei 12 mA, die Anodenflächen etwa bei 

280 cm
2
 ) maßstabsmäßig zu verarbeiten. Die beiden Achsen können nicht gleich skaliert 

werden und damit verzerrt sich die Gradientenrichtung.  

 

Die beiden Komponenten des Gradienten sind die partiellen Ableitungen von  K(i,A) : 
 

 [ ]mAEuA
i

K
/07958,100884,0355,3 =Ö-=

µ

µ
 

 

 [ ]2/039152,000884,0147,0 cmEui
A

K
=Ö-=

µ

µ
 

 

Jetzt erfolgt die Umrechnung auf die Zeichenmaßstäbe der zwei Achsen x und y: 
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ù
ú

ø
é
ê

è
=ù
ú

ø
é
ê

è
Öù
ú

ø
é
ê

è
=

µ

µ
=

µ

µ

mm

Eu

mm

cm

cm

Eu

dy

dA

A

K

y

K
085,0

6,0

1
039152,0

2

2
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Da ein Euro/mm als graphische Länge nicht definiert ist, legen wir einfach willkürlich eine 

Skalierungskonstante für die Größe  Eu/mm  fest: 
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mmEu

mm
K

2

/
1000  

 

Die graphischen Längen der Komponenten Gx und Gy unseres Gradientenvektors können wir 

nunmehr sowohl in x-Richtung als auch in y-Richtung in mm (oder wenn man will, in 

Bildschirmpixeln) angeben, d.h., wir können den Gradientenpfeil endlich zeichnen. 
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         [ ]mm
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Gy 651000065,0
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 300   y [cm2]          Höhenlinie 
                    31 mm          Preis 

 
280          65 mm 
                             Gradient 

 
250                                  x [mA] 

               12      13       14 
 

 

Zur Minimierung der Kosten muss man natürlich genau entgegengesetzt zum Gradienten 

gehen, denn dieser zeigt ja in die Richtung des stärksten Kostenanstiegs. Der Gradient steht 

immer senkrecht auf der Höhenlinie, auf der er berechnet wird. 
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12.4 Partielle Differenziation und Thermodynamik 

 

Für z.B. ein Mol eines chemisch stabilen Gases sind Temperatur T, Druck p und Volumen V 

die Zustandsvariablen. 

 

 
konstpT

V

V =

ö
÷

õ
æ
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å

µ

µ
=

0

1
a   heißt  isobarer  Ausdehnungskoeffizient 

 

 

 
konstVT

p

p =
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1
b   heißt  isochorer  Spannungskoeffizient 

 

 

 
konstT

p

V

V
=
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õ
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1
g   heißt  isotherme  Kompressibilität 

 

 

Nur  2  Zustandsvariable sind unabhängig, da z.B. für ideale Gase gilt 

 

 
V

TRm
p

ÖÖ
=      mit m = Molzahl  und R = Gaskonstante 

 

Die Gesamtenergie  U  enthält Wärme- und mechanische Energie. Wir können jetzt 

willkürlich zwei der drei möglichen Zustandsvariablen auswählen, z.B.  T  und  V  und die 

Energie  U  als Funktion der beiden Zustandsgrößen auffassen, d.h.    U = U ( T, V)  

schreiben. Damit ist das Totale Differenzial von U 

 

(12.4.1) dV
V

U
dT

T

U
dU ö
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Eine Änderung  dU  von  U  kann als Änderung  dQ  der Wärmeenergie und/oder als 

Änderung  dA  der mechanischen Energie erfolgen. 

 

(12.4.2) dU = dQ + dA 

 

Mechanische Energie ist hier bei den Gasen A = pÖV, d.h. Druck mal Volumen. Die Änderung 

der mechanischen Energie  dA  ist, da ein VÖdp nicht auftritt (p ist nicht Zustandsvariable): 

 

(12.4.3) dA      =      - p        Ö   dV 

                    [J=Nm]     [Pa=N/m
2
]   [m

3
] 

 

Das negative Vorzeichen entsteht dadurch, dass bei einer positiven Volumenänderung  dV  

vom Gas Arbeit geleistet wird, die ihm verloren geht. Wir lösen Gl. (12.4.2) nach  dQ  auf  

und erhalten 

   dQ = dU - dA  oder  dQ  =  dU  +  p Ö dV 

 

Mit Carnotôs Definition der Entropieªnderung   dS = dQ / T   erhalten wir 
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(12.4.4) 
T

dVpdU
dS

Ö+
=                           (Nicolas Léonard Sadi Carnot  1796-1832) 

 

Ein abgeschlossenes System ist in einen festen Kasten mit konstantem Volumen eingesperrt, 

aus dem keine Energie heraus und keine hinein kann, d.h. es gilt  V = konst  und  U = konst. 

Diese beiden Konstanten bestimmen die Maximalentropie bzw. Gesamtentropie  S   des 

Systems, die sich nach und nach einstellt, d.h.  S  hängt von  U  und  V  ab, oder anders 

ausgedrückt,  S  ist eine Funktion von  U  und  V   (   S = S ( U , V   ). Rein formal ist das 

Totale Differenzial  dS  der Entropie dann 
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Vergleichen wir dieses Totale Differenzial mit Gl. (12.4.4), dann erhalten wir die 

Beziehungen 

 

(12.4.5) 
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13. Mehrfachintegrale 
 

13.1 Einführung  

 

Wir stellen uns einen Quader vor mit Material, dessen 

Dichte  r  von Ort zu Ort schwankt, d.h., eine Funktion 

r(x,y,z) ist. Nach Riemann denken wir uns den Quader 

in kleine Volumenelemente dV zerlegt, in denen wir die 

Dichte als einigermaßen konstant annehmen können. 

    z                       rÖdV 
 

                 y 
 

                                              x 
 

 

Die Masse des i-ten Volumenelements ist dann  dMi = r (xi, yi, zi ) Ö dV 

Die Summe aller Massen  dMi  ergibt dann annähernd die Gesamtmasse  M. Geht man zu 

infinitesimal kleinen Volumenelementen über, erhält man das Mehrfachintegral, sozusagen 

die exakte Lösung. 

 

( ) ( ) dzdydxzyxzyxzyx
N

M
N

i

iii ñññä =DÖDÖD
¤­

=
=

,,,,
lim

1

rr  

                                                           D V                  V                       dV 

 

13.1 Konstante Integrationsgrenzen 

 

Dies ist der einfachste Fall. Die entsprechenden Körper sind im Falle der 

Kartesischen Koordinaten ă  Ą   der Quader 

Zylinderkoordinaten               ă  Ą   der Zylinder, Zylindrische Ringe, Segmente 

Kugelkoordinaten                   ă  Ą   die Kugel, Kugelschalen, Segmente 
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Beispiel CO2-Masse in einem Luftquader.  

 

Die Dichte nehme in Ostrichtung  (0 ¢ x ¢ a)  mit Anstieg k1 zu 

   In Nordrichtung (0 ¢ y ¢ b) mit Anstieg k2 ab 

   Nach oben  (0 ¢ z ¢ H) barometrisch ab 

 

( ) dzdydxeykxkM z

H b a

ar -

ñññ -+=
0 0 0

210  

 

Wird z.B. zuerst über z integriert, dann werden die Variablen x und y wie Konstanten 

behandelt, ähnlich wie in der partiellen Differenziation. Nach der Integration über z haben wir 

 

( ) dydx
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ykxkM

H
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Wor setzen die Grenzen  0  und  H  für  z  ein  und erhalten einen konstanten 

Klammerausdruck, den wir, da er multiplikativ auftritt,  vor das Integral ziehen dürfen: 
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Die nächste Integration lassen wir über y laufen, wobei  x  wie eine Konstante behandelt wird: 
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Wir setzen die Grenzen  0  und  b  in die eckige Klammer ein und erhalten: 
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Es ist ein gewöhnliches Integral über   x   daraus geworden, das wir integrieren: 
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Wir setzen die Grenzen  0  und  a  für  x  ein und erhalten die Formel für die Masse: 
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Produktzerlegung: Noch einfacher wird die Integration mit konstanten Grenzen, wenn der 

Integrand sich als Produkt von Teilfunktionen schreiben lässt, wobei jede Teilfunktion nur 

von einer der Veränderlichen abhängt, z.B.   f(x,y,z) = g(x) Ö h(y) Ö m(z).   In diesem Falle 
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wird das 3-fach-Integral zum Produkt von drei einfachen Integralen, die wir einzeln 

integrieren und die berechneten Zahlen dann multiplizieren 
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13.2 Integrieren auf einer Ebene mit Polarkoordinaten 

 

Polarkoordinaten r , f   ă Ą  Kartesische Koordinaten x ,y 
 

        
22 yxr +=                            x = r Ö cos ( f ) 

        f = arctan ( y / x )   !!!                y = r Ö sin ( f ) 

 

(   !!!     Bei x<0  zum Winkel  p  oder  180°  addieren ) 

          y 
    y                     P 

 
                 f                x 

                         x 
 

 

Ein Winkel   f  in Radiant ist 

das Verhältnis von Bogen-

strecke s  zum Radius  r , d.h. 

f = s / r 

Ein Flächenelement  dA  bei 

kartesischen Koordinaten 
ist Länge mal Breite, d.h. 
 

dA = dx Ö dy 

Polarkoordinaten:  

Kreisbogen = RadiusÖWinkel, 

d.h. Kreisbogen = r Ö df , und 

damit  das Flächenelement 

             dA =  r Ö df Ödr 

        Radius r 
 

         Winkel f     Bogen 
                               s 

 

  
             dA         dy 
 

             dx 
 

  

                          r df 

       r    df 

                               dr 
 

 

Beispiel: Auf einer Kreisscheibe mit Radius R nehme die Flächenbelegung mit Aluminium in 

Mikrogramm pro Quadratzentimeter vom Zentrum nach außen hin linear ab: 

    ( ) ù
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Wie man sieht, hängt die Dichte  r   nur vom Abstand  r  vom Zentrum ab und nicht vom 

Winkel  f,  mit dem man das Zentrum umrundet. Der Radius der Scheibe ist  R = 12 cm. Die 

Dichte im Zentrum ist  r0 = 800 [mg / cm
2
 ]. Die Gesamtmasse  M  an Aluminium auf der 

Scheibe ist das 2-fach-Integral über alle Flächenelemente  dA = r df dr,  wobei über  r  und 

über  f  integriert wird. Bei der ersten Integration, der über den Winkel  f  von  0  bis  2p  

wird  r  wie eine Konstante behandelt. 
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Wir multiplizieren das  r  , das vom Ausdruck für das Flächenelement stammt, in den 

Integranden hinein, und wir setzen in die eckige Klammer die Grenzen 0  und  2p  ein und 

erhalten die multiplikative Konstante 2p , die wir zusammen mit der Konstanten r0  vor das 

Integralzeichen ziehen können.       
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Die Integration über  r  ist wieder ein einfaches Integral. Wir erhalten: 
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Setzen wir die Zahlen  R = 12 cm  und  r0 = 800 [mg / cm
2
 ] ein, erhalten wir die Alumasse: 

 

M = 2 p 800 ( 12 
2
 / 6 )  =  120637 [mg]  @  0,12 g 

 

 

13.3 Integration eines Zylinders mit Zylinderkoordinaten 

 

Zylinderkoordinaten  

Zylinderkoordinaten ă Ą Kartesische Koordinaten 
 

             
22 yxr +=                           x = rÖ cos (f) 

            f = arctan( y / x )   !!!               y = rÖ sin (f) 
 

(!!!   Wenn x<0, dann p oder 180° zu a addieren) 

 

              z = z                                        z = z 

    z                             P 
 

               r 
                                 z 
                       y 

                y 

                f                    x 

    O               x 
 

 

Das Volumenelement bei Zylinderkoordinaten ist ein kleiner 

Ausschnitt aus einem Kreisring der Höhe dz, der Dicke dr 

und der Länge  rÖdf  (Wegen  Bogen = Winkel mal Radius) 

Das Volumenelement  ist somit        dV = r df dr dz 

              r df 

     df                          dz 
                 r          dr 
  

 

Beispiel: Masse der Schaumfüllung eines rotierend ausgeschäumten Zylinders.  

 

Durch die Zentrifugalkraft des rotierenden Zylinders ist der 

Schaum am Außenmantel dichter als im Zentrum (außen 

Dichte  rR = 72 [Kg/m
3
], im Zentrum  r0 = 6 [Kg/m

3
], Höhe  

H = 0,3 [m], Radius  R = 0,12 [m]. Gesucht ist die Masse  M   

der Schaumfüllung. 

                R 
                                       H 

  rR                 r0 

 

 

Die Integration geht über die Variablen  f, r, z.  mit den Grenzen  0 ¢ f ¢ 2p,  0 ¢ r ¢ R, 0 ¢ z 

¢ H. Die lineare Funktion  r(r) ist, wie man leicht nachprüfen kann  mit r = 0  und  r = R, 
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Die erste Integration führen wir wieder über dem Winkel  f  aus, und auch hier können wir 

das  r  aus dem Volumenelement zum Integranden dazuschlagen 
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Wir setzen die Grenzen  0  und  2p  in die eckige Klammer ein und erhalten Faktor  2p. 

Diesen Faktor ziehen wir vor das Integral und integrieren anschließend über  r. 
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Die runde Klammer ist eine Konstante. Wir können die Zahl ausrechnen mit R = 0,12 und 

erhalten den Wert 0,36. Wir setzen diesen Wert statt der Klammer ein, und erhalten so als 

Ergebnis der letzten Integration mit H = 0,3 die Schaummasse  M  im Zylinder: 

 

[ ] [ ]KgHzdzM
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13.4 Integration mit Kugelkoordinaten  

 

Kugelkoordinaten ă Ą Kartesische Koordinaten 

 

      r = Radius                                  x , y , z 

     f = Meridian (Längengrad) 

     q = Polwinkel (Breitengrad) 

 

(Hier wurde die negative y-Achse gezeichnet) 

          z                  P 
                     r 

 
                 q                         x 

 -y                 f           x 

     
 

 
222 zyxr ++=      x = r Ö cos( q ) Ö cos ( f ) 

f = arctan( y / x )   !!!               y = r Ö cos( q ) Ö sin ( f ) 
 

(!!!   Wenn x<0, dann p oder 180° zu a addieren) 
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Man denkt sich die Kugel aus Schichten der Dicke  dr  

zusammengesetzt. Aus einer Kugelschicht schneidet 

man das Volumenelement der Breite  ro df  und der 

Länge  r dq  heraus (das  r  tritt immer wegen 

Bogenstrecke = Radius mal Winkel  auf). Damit wird 

das Volumenelement    dV =  r dq  ro df   dr       und 

wegen  ro = r cos (q)          dV = r 
2
 cos(q) dr df dq 

       z         dr                      r dq 

             dq 

                              r         ro df 
                                                y 
                             

   x      ro       df 
   

 

Beispiel: Schätzung der Erdmasse  

 

Die Erde ist nach den Vorschriften der Französischen Revolution eine Kugel mit dem Umfang 

40.000 Km. Außen besteht die Erde fast nur aus Wasser ( Dichte  1 [g/cm
3
] bzw. 1000 

[Kg/m
3
]).  Im Zentrum sollen sich (entgegen der landläufigen Meinung) bei uns die schweren 

Elemente Gold und Platin sammeln ( Dichte etwa  20 [g/cm
3
] bzw. 20.000 [Kg/m

3
]).  

Weiterhin nehmen wir an, dass die Dichte zum Zentrum hin linear wächst. Wir erhalten für 
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die Dichtefunktion  r (r) = 20000 ï (19000 / R ) r  , wie man leicht nachprüfen kann, indem 

man mal  r = 0  und  r = R  in die Gleichung einsetzt. Dazwischen läuft die Funktion linear, da 

sie vom Typ   y = a + b x   ist, d.h. eine Geradengleichung. Unser Dreifachintegral summiert 

alle Volumenelemente dV, wobei bei festen Integrationsgrenzen die Reihenfolge der 

Integrationen beliebig ist. Der Radius  r   läuft von 0 bis R, der Meridianwinkel  f  von 0 bis 

2p (Vollkreis um die Erdachse), der Polwinkel  q  von  -p/2  (Südpol)  bis  +p/2  (Nordpol). 
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Wir integrieren hier zuerst über den Radius  r.  Die Winkel  f und  q  werden dabei wie 

Konstanten behandelt. Für   r ( r )   setzen wir unsere Geradengleichung   20000ï(19000/R)r    

ein. Das  r
2
  aus dem Volumenelement müssen wir zum Integranden dazuschlagen, so dass wir 

die Gleichung    20000 r 
2
 ï (19000 / R ) r

3
       zu integrieren haben. Wenn  q  hier als 

Konstante behandelt wird, dann auch   cos ( q ). Die erfolgte Integration steht in der eckigen 

Klammer: 
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Wir setzen die Grenzen  0  und  R  in die eckige Klammer ein und erhalten in der eckigen 

Klammer  einen konstanten Ausdruck mit dem Zahlenwert  1916,67Ö R
3
  , den wir, da er 

multiplikativ auftritt, vor das Integral ziehen dürfen. 
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Als nächste Integration wählen wir die über  f. Auch hier wird  q  und damit auch  cos ( q )  

als Konstante behandelt. Wir setzen die Grenzen von  f  in die eckige Klammer ein und 

erhalten den konstanten Faktor  2p, den wir ebenfalls vor das Integral ziehen. 
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Die letzte Integration erfolgt über  q. Der Kosinus integriert ergibt den Sinus. Mit    

sin(p/2)=1   und   sin(-p/2)= -1    entsteht noch einmal ein Faktor, hier mit Wert 2. 

 

[ ] ( )( ) 267,191621167,19162)(sin67,19162 332/

2/

3 ÖÖÖ=--ÖÖ=ÖÖ=
+

-
RRRM ppqp

p

p  

 

Mit      R = 40.000.000 / ( 2 p ) =  4Ö10
7
 / ( 2 p )       erhalten wir die geschätzte Erdmasse zu 

 

[ ]KgM 24

3
7

10214,62
2

104
67,19162 Ö=Ööö

÷

õ
ææ
ç

å Ö
ÖÖ=

p
p  

Die Schätzung der Astronomen, Astrophysiker und Physiker ist  5,979Ö10 
24

 [Kg],   also 

lediglich eine Abweichung von  4%  für unser primitives Erdmodell. 
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13.5 Trägheitsmomente 

 

Als Drehimpuls D bezeichnet man das Bestreben einer rotierenden Masse, ihre Rotation 

beizubehalten. Trägheitsmoment  Q  (sprich  ĂTñ  oder  ĂTetañ) ist Teil des Drehimpulses. Die 

Größe Trägheitsmoment taucht überall dort auf, wo sich Massen drehen (Maschinenbau, 

Astronomie, Atomphysik). Es gibt enge Analogien zwischen der geradlinigen Bewegung und 

der rotierenden Bewegung von Massen. 

 

Größe Geradlinige Bewegung Rotation 

Geschwindigkeit v   [ m / s ] w  [ Rad / s ]   bzw.   [ 1 / s ]   

Impuls I = m Ö v   [Kg m / s ] D = Q Ö w   [Kg m 
2
 / s ] 

Masse m  [ Kg ] Q   [Kg m 
2
 ] 

 

Energie ù
ú

ø
é
ê

èÖ
==

2

2
2

22 s

mKgvI
v

m
E  ù

ú

ø
é
ê

è
=

Q
=

2

2
2

22 s

mKgD
E

w
w  

 

Eher zufällig, aber nicht unwichtig, ist das Auftreten einer Größe Flächenträgheitsmoment, 

die ähnlich dem Trägheitsmoment von Rotationskörpern berechnet wird. Das Flächenträg-

heitsmoment spielt in der Elastizitätstheorie bei der Berechnung von Balkenbiegungen eine 

Rolle. 

 

Balkenbiegung nach Bernoulli : Im ersten Fall denkt 

man sich den Balken links starr befestigt. Rechts wird er 

belastet und biegt sich nach unten. Die Strecke  z,  um 

die sich das Balkenende senkt, berechnete Bernoulli.  

  

                                           z 
                       a 

 
(Jakob Bernoulli, Schweizer Mathematiker und Physiker, 1654-1705, einer von 8 berühmten 

Bernoullis) 

Nach Bernoulli ist               
3

3aL
z

Q
-=
e

      (13.5.1) 

Q = Flächenträgheitsmoment des Balkenquerschnitts in  [ m 
4
 ] 

e = Elastizitätsmodul  [ N / m 
2
 ]  ( z.B. hat Stahl etwa  e = 2Ö10 

11
 [N / m 

2
]  ) Diese Größe 

       folgt aus der Gleichung  F = e AÖ(da/a), wobei F eine Zugkraft in [N] ist, A die 

       Querschnittsfläche in [m
2
],   (da/a)    die relative Längenänderung der belasteten Probe) 

L = Last, die den Balken biegt, in [N] 

a = Balkenlänge in [m] 

 

Im Fall 2 nach Bernoulli liegt der Balken an 

den Enden auf und wird in der Mitte belastet. 

Die Berechnung erfolgt wie oben. Man 

rechnet mit der halben Last an jedem Ende. 

                a                Last      a 

 
                            2 a 

  
 

Berechnung des Massenträgheitsmomentes 
 

ñññÖ=Q

V

dVr 2r  

r = Abstand zur Drehachse,   r = Dichte 

  

 

             V          r                 r dV 
 

                                           d Q = r 
2
 r dV 
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Berechnung des Flächenträgheitsmomentes 
 

ññ=Q

A

dAr 2  

  
                          r                 dA 
                                Neutrale Faser 
                 A 

 
 

 

Beispiel: Bewegungsenergie einer Schwungscheibe 

 

Um bei Bergwerkslokomotiven auf den gefährlichen Stromabnehmer (Funkengefahr) 

verzichten zu können, kamen findige Ingenieure auf die Idee, die Energie in einer 

Schwungscheibe zu speichern. Diese wird in Förderkorbnähe, wo immer frische Luft ist und 

keine Explosionsgefahr besteht, mit einem Elektromotor in Schwung gebracht. 

 

Dichte  r des Materials  r = 7800 [Kg/m
3
] 

Frequenz  f = 20.000 [U/min] 
 

Gesucht ist die Energie      E [KWh]  ??? 

Achse und Speichenscheibe vernachlässigen wir 

  

                          0,3     0,2 
                                                 0,2 m 

 
 

Hinweis:  Massenträgheitsmomente  immer  zuerst  mit Zylinderkoordinaten  probieren 

 

Das Volumenelement der Zylinderkoordinaten war    dV = r df dr dz . Bei unserer 

Schwungscheibe, eigentlich ein fetter Stahlring, läuft  r  von  0.3 bis 0.5 [m],  Winkel  f  läuft 

einmal rund, d.h.  von  0  bis  2p,  Höhe  z  läuft von  0  bis  0.2 [m]. Damit wird das 

Trägheitsmoment 

 

(13.5.2)                            dzdrdrdzdrdrr
z r

frfr
p

f

ññññññ ==Q
= = =

3

2,0

0

5,0

3,0

2

0

2  

 

Da wir feste Grenzen haben, ist die Reihenfolge der Integrationen beliebig. Wir integrieren 

zuerst über den Winkel  f  . Dabei entsteht der Faktor  2p , den wir zusammen mit dem  r  vor 

das Integral ziehen. 

 

(13.5.3)                             [ ] ññññ =Ö=Q
= =

2,0

0

5,0

3,0

3

2

0

2,0

0

5,0

3,0

3 2 dzdrrdzdrr
z r

rpfr

p

 

 

Die nächste Integration lassen wir über  r  laufen. Setzen wir die Grenzen  0,3  und  0,5  ein, 

entsteht in der eckigen Klammer ein konstanter Ausdruck mit dem Wert  0,0136. Wir lassen 

ihn im Integral. 
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Die letzte Integration erfolgt über die Höhe z, wobei in der eckigen Klammer ein weiterer 

Faktor 0,2 hinzukommt. 
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[ ] 2,00136,020136,020136,02
2,0

0

2,0

0

ÖÖ=Ö==Q ñ rprprp zdz  

 

[ ]230,1332,00136,078002 mKg=ÖÖÖ=Q p  

 

Wir berechnen jetzt aus der Umdrehungsfrequenz  f  die Kreisfrequenz  w. 

 

Frequenz  f = 20.000 U/min Ą  f = 20.000 / 60  U/s = 333,33 U/s     w = 2p f  = 2094,4 [1/s] 

 

Energie    E = ( Q w 
2 
) / 2 =  ( 133,33  Ö  2094,4 

2
 ) /2  =  2,924Ö10 

8
  [Kgm

2
/s

2
 = Nm = Ws ] 

 

1 KWh = 1000 Ö 3600  [Ws]              und damit         [ ]KWhE 2,81
106,3

10924,2
6

8

=
Ö

Ö
=  

 

Mit dieser Energie könnte ein Auto etwa 3 Stunden über die Autobahn fahren. 

 

 

13.6 Mehrfachintegrale mit variablen Integrationsgrenzen 

 

Unter variablen Integrationsgrenzen versteht man solche, bei denen als Grenzen nicht nur 

Konstanten auftreten, sondern auch Ausdrücke, die von den Integrationsvariablen abhängen. 

Nicht als variabel gelten Hinweise auf die Integrationsvariable, der das Integralzeichen 

zugeordnet ist (siehe z.B. Gl. 13.5.2 oder 13.5.3). 

 

Beispiel: Trägheitsmoment eines hohlen Kegelstumpfes  

 

Drehachse ist die z-Achse,  r = Dichte 

R1 = Innendradius 

R2 = Oberer Außenradius 

R3 = Unterer Außenradius 

H = Kegelstumpfhöhe 

dV = Volumenelement mit    dV = r df dr dz 

          und den Koordinaten   r, f, z 

f = Medianwinkel (wird ab x-Achse gezählt) 

                         z     
                R2           R1 

                                             dV     H 

        r 
                                                z        y 

        R3                f      r 
 

                x 
 

 

Zahlenwerte für die Konstanten sind:         R1 = 1 [m] ,   R2 = 1,4 [m] ,   R3 = 1,9 [m] 

              H = 0,3 [m] ,  r = 7800 [Kg/m
3
] 

f  läuft von  0  bis  2p 

z   läuft von  0  bis  H 

 

Die obere Grenze der Integrationsvariablen  r  ist die schräge Außenwand. Am Boden des 

Kegelstumpfes läuft  r  vom Innenradius  R1  bis zum unteren Außenradius  R3. Oben läuft  r  

hingegen vom Innenradius  R1  nur bis zum oberen Außenradius  R2. Bei einer Höhe  z   des 

Volumenelements dazwischen liegt die obere Begrenzung für  r  auf einer schrägen Geraden, 

d.h. 

r   läuft von  R1  bis z
H

RR
R Öö

÷

õ
æ
ç

å -
-

23
3                    ,   und hat damit eine variable obere 

Grenze. Setzt man für  z  mal  0,  mal  H  ein, dann erkennt man die Richtigkeit der Formel. 
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Da der Klammerausdruck   ( R3 - R2 ) / H =  ( 1,9 - 1,4 ) / 0,3 = 1,667  ist, lässt sich die 

variable obere Grenze  auch schreiben als 

    1,9 ï 1,667 Ö z                    (eine Geradengleichung) 

 

Damit wird das Dreifachintegral des Trägheitsmomentes 

 

ñññ ñ ñ ñ
=

Ö-

= =

==Q

V

z

z

r

dzdrdrrdVr

3,0

0

667,19,1

0,1

2

0

22

p

f

frr  

Zur Erinnerung: Die Angaben  z = 0,   r = 1,0  oder  f = 0   bei den unteren 

Integrationsgrenzen bedeutet nicht, dass die unteren Grenzen variabel sind, sondern sind nur 

ein Hinweis darauf, über welche Variable bei diesem Teilintegral integriert wird. 

 

 

Die Reihenfolge der Integrationen ist nicht mehr beliebig 

 

a) Suche eine Variable, die nicht in einer Grenze auftritt. In unserem Beispiel haben 

wir dafür  r  und  f  zur Auswahl, da sie beide nicht in einem variablen Ausdruck einer 

Grenze auftreten. Einzig Variable  z  tritt in der oberen Grenze für  r  auf. 

b) Löse das Integral für die ausgewählte Variable und setze die Grenzen in die 

eckige Klammer ein. Die Zahl der Integrale hat sich damit um eines verringert. 

Wiederhole die Punkte  a und b  bis alle Integrale gelöst sind. 
 

 

Punkt a: Wir wählen als erste Integration die über  f.  

Punkt b: Wir integrieren über  f.  Die Konstant  r  ziehen wir gleich vor das Integral. Das  r  

aus dem Ausdruck für das Volumenelement schlagen wir zum  r
2
  der  Q-Formel  dazu, so 

dass unser Integrand jetzt    r r
3  

  lautet. Bei der Integration über  f  entsteht der Faktor  2p, 

den wir ebenfalls vor das Integral ziehen. 
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Punkt a: Wir müssen jetzt über  r  integrieren. Die Variable  r  tritt im Gegensatz zu   z  nicht 

in einem variablen Ausdruck in einer Grenze auf. 

Punkt b: 
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Punkt a: Wir haben nur noch das einfache Integral über  z   zur Auswahl.  

Punkt b: Zur Vereinfachung ziehen wir den Faktor   ¼   aus der Klammer vor das Integral. 
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oder 
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oder 

( ) [ ]2248239713,23,06453,012252 mKg=+--Ö=Q  

 

 

 

Beispiel: Trägheitsmoment einer Kugel 

 

Bei Trägheitsmomenten immer zuerst mit 

Zylinderkoordinaten probieren, da diese eine 

natürliche Drehachse haben. 

 

Drehachse ist die z-Achse,  r = Dichte 

R = Radius 

dV = Volumenelement mit    dV = r df dr dz 

          und den Koordinaten   r, f, z 

f = Medianwinkel (wird ab x-Achse gezählt) 

                             z 
 

         R                  r                dV 
 

                                   z             

            r                                           y 

                           f         r 

                               
                                             Äquator 

        x  
 

 

f  läuft von  0  bis  2p  (ein Mal im Kreis) 

z   läuft von  -R  bis  +R (vom Südpol zum Nordpol) 

 

Die obere Grenze der Integrationsvariablen  r  ist die gebogene Außenwand der Kugel. Am 

Südpol und am Nordpol läuft  r  von  0  bis  0, d.h. kein Stück.  In Äquatorhöhe läuft  r  von 

der Achse bis zum Äquator, d.h. von  0  bis  R. Bei einer beliebigen Höhe  z   des 

Volumenelements dazwischen liegt die obere Begrenzung für  r  auf einem Halbkreis, d.h. 

r   läuft von  0  bis    22 zRr Grob -=                 ,   und hat damit eine variable obere Grenze. 

 

Setzen wir für z  mal  -R,  mal +R  oder mal  0  ein, dann erkennen wir, dass die Formel 

zumindest am Südpol, am Nordpol und am Äquator stimmt. Der Wurzelausdruck folgt aus der 

Gleichung     R
2
 = z

2
 + r

2
    für einen Halbkreis mit der senkrechten Sehne   2R   auf der z-

Achse und der auf der Sehne senkrecht angetragenen Höhe  r, die somit waagrecht zu 

zeichnen ist. Damit wird unser Dreifachintegral 
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Punkt a: Wir haben für die erste Integration die beiden Variablen  r  und  f  zur Auswahl, da 

beide nicht in einer variablen Grenze auftreten. 

Punkt b: Wir ziehen die Konstante  r  vor das Integral und schlagen das  r  aus dem 

Volumenelement zum  r
2
  der  Q-Formel, d.h., wir erhalten als Integranden den Ausdruck  r

3
. 

Wir wählen  f  als erste Integrationsvariable. Es entsteht der Faktor  2p, den wir vor das 

Integral ziehen. 
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Punkt a: Wir müssen jetzt über  r  integrieren, da es die einzige der beiden Variablen  r und z  

ist, die nicht in einer variablen Grenze vorkommt. 

Punkt b: Wir integrieren über r und setzen die Grenzen  0  und  
22 zR -  in die eckige 

Klammer ein. 
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mit der Dimension [Kg m
2
]. 

 

 

 

14. Differenzialgleichungen 
 

Differenzialgleichungen beschreiben das Verhalten technischer oder biologischer 

Modellsysteme über der Zeit und/oder im Raum verteilt. Die Lösung einer 

Differentialgleichung ist demnach kein einzelner Zahlenwert, sondern z.B. eine Bahnkurve, 

eine Wachstumskurve oder eine sich mit der Zeit ändernde Konzentrationsverteilung. 

 

Gleichungen, die Ableitungen enthalten und deren Lösung eine Funktion (nicht ein Wert) ist, 

sind Differenzialgleichungen. Ihre allgemeine Form ist 

 

y 
(n)

 = f ( x, y, yô, yñ, ..., y 
(n-1)

 ) 

Beispiele : 

 

(1)   yô = 2 x   Diese sehr einfache DGL liefert eine Parabel 

 

(2)   yô( x ) = y ( x )  Diese liefert eine e-Kurve ( Wachstumskurve ) 

 

(3)  ()
()

T

tyy
ty B-=#   Diese liefert ebenfalls eine e-Kurve, aber fallend 

 

Jede Funktion   y ( x )   bzw.  y ( t )   , die die DGL erfüllt, heißt Lösung. So ist z.B. die 

Funktion 

 

 y ( x ) = x
2
 + 7     mit der Ableitung     yô ( x ) = 2 x         eine Lºsung der DGL (1) 

oder 
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 y ( x ) = 90 e 
x
     mit der Ableitung    yô ( x ) = 90 e 

x
      eine Lösung der DGL (2). 

 

Lösungsfunktionen findet man 

 

(1) Numerisch punktweise als Graphik oder Wertetabelle mit dem Euler-Cauchy-

Verfahren, dem Runge-Kutta-Verfahren oder einem anderen numerischen 

Lösungsverfahren 

(2) Algebraisch nach verschiedenen Methoden. Jeder DGL-Typ hat besonders günstige 

Methoden, die man anwenden sollte. 

 

 

14.1 Numerische Lösung einer DGL nach Euler 

 

Das Verfahren beruht darauf, dass man in einem Startpunkt x0 mit Hilfe der DGL den Anstieg 

der Lösungskurve in diesem Punkt berechnet, ein kleines Stück Lösung zeichnet, d.h. ein 

winziges Geradenstück. Dieses kleine Geradenstück führt zum nächsten Punkt, den man 

nunmehr zum Ausgangspunkt des nächsten kleinen Schrittes macht, usw.  Wegen  

dtxdxwirddtdxx Ö== ## /  , d.h. wir können die Änderung   dx   ausrechnen aus  x# und 

einem willkürlich festzulegenden Schritt  dt  der unabhängigen Variablen. Den Wert von  x#  
liefert uns die DGL. Die unabhängige Variable  t  lässt man meistens bei  t = 0  starten. Die 

Schrittweite  dt  wählt man sehr klein, sonst wird die numerische Lösung zu ungenau. 

 

Beispiel:        () () 032 =+ txtx#   oder  () ()txtx
2

3
-=#  

 

Startwert        xo  = 5                Ą  5,75
2

3
0 -=Ö-=x#  

 

Mit Schrittweite  Dt = 0,1 [s]   Ą  txxx o DÖ+= #
1  

 

25,41,05,751 =Ö-=x    Ą  37,625,4
2

3
1 -=Ö-=x#  

 

61,31,037,625,42 =Ö-=x   Ą  41,561,3
2

3
2 -=Ö-=x#  

 

07,31,041,561,33 =Ö-=x   usw. 

 

Die Lösungskurve ist eine fallende e-Kurve. 

Man sieht am Schritt 1 von  t = 0  nach  t= 0,1 

das Steigungsdreieck aus dx und dt. Das neue  

x  ergibt sich aus dem alten  x  plus  dx.  

Wenn  dx  negativ ist, wie hier, dann fällt die 

Kurve. Die Euler-Integrationsgleichung ist: 

dtxxx altneu Ö+= #  

5 dt 
                 dx 
 

3 x(t) 
 

 
     0                                                   t 

        0   0.1                  0.5 
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14.2 Klassifikation der DGL  

 

Typ Eigenschaft Beispiel 

gewöhnliche DGL Nur eine unabhängige Variable yñ(t) + y(t) = 0 

partielle DGL 

 

Mehrere unabhängige Variable 

z.B. x und t 0
),(),(

2

2

2

2

=
µ

µ
-

µ

µ

x

txy

t

txy
 

n-ter Ordnung Bis zur n-ten Ableitung an y 
(n)

 (t) +é+ ao y(t) = 0 

linear Keine Potenzen oder Produkte der y yôô(x) + 7 y(x) = 0 

nichtlinear Potenzen oder Produkte der y y(x) yô(x) -7 y
2
(x) = 0 

Nichtkonstante Koeff Auftreten nichtkonst. Koeffizienten xÖ yôô(x) + (1-x
2
)Ö y(x) = 0 

inhomogen Mit Störfunktion f(x) rechts statt 0 A yô(x) +b y(x) = x 
2
 

DGL-System Gekoppelte DGL z.B. für y und z yô(x)z(x ) - y(x) = 0 

   zô(x) + y(x) = 0 

 

 

14.3 Algebraische Lösung von DGL 

 

Zuerst einige Begriffsbestimmungen: 

 

Eine spezielle Lösung ist eine eindeutige Kurve mit einem Startwert. Z.B. startet die Kurve 

 y ( x ) = x 
2 
+ 7       im Punkt  (0 ; 7) 

 

Eine Allgemeine Lösung ist eine Lösungsformel mit freien Konstanten. Erst wenn man den 

Konstanten Werte zuweist, erhält man eine zeichenbare Kurve. Z.B. kann niemand die Kurve 

 y(x) = A x 
2
 + B x + C    zeichnen, wenn er die Werte von A, B, C  nicht hat. 

 

Merke: Numerische Lösungen sind immer spezielle Lösungen 

 

Anfangswerte: Die Definitionsformel einer DGL,  

 

y 
(n)

 = f ( x, y, yô, yñ, ..., y 
(n-1)

 )  , 

 

zeigt, dass man zur Berechnung der n-ten Ableitung die Werte von  x, y, yô, yñ, ..., y 
(n-1) 

 in 

die Funktion einsetzen muss. Um im Startpunkt die n-te Ableitung   y 
(n)

    berechnen zu 

kºnnen, muss man demnach Werte f¿r   x, y, yô, yñ, ..., y 
(n-1) 

 vorgeben. 

 

Beispiel senkrechter Wurf:   Startzeit  xo = 0,  Starthöhe yo ,  Startgeschwindigkeit yôo . 

 

Randwerte oder Randbedingungen: So nennt man zusätzliche Forderungen an die 

Lºsungsfunktion im Zielpunkt, z.B.  yô( x = 1 )  soll Null sein, d.h., die Lºsungskurve y(x) 

dort waagrecht verlaufen. 

 
    Y                                                  y(x) 
 
 

            Start                                                          Ziel                x 
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Satz 1: Die allgemeine Lösung einer DGL  n-ter  Ordnung  hat  n  Integrationskonstanten 

              ( freie Konstanten ). Deren Werte ergeben sich für eine spezielle Lösung aus 

              den Anfangswerten 
 

 

Beispiel: Senkrechter Wurf            Die DGL ist                   gmtym Ö-=)(##  
 

                                                                                       Trägheitskraft = Schwerkraft 

 

Wir kürzen die Masse  m  heraus und erhalten die noch einfachere DGL    gty -=)(## . 

 

1. Integration  1)()( Ctgtydtgdtty +-=Ý-=ñ ñ ###  

 

2. Integration  21

2

1
2

)()()( CtCt
g

tydtCtgdtty ++-=Ý+-=ñ ñ#  

 

Die allgemeine Lösung ist    21

2

2
)( CtCt

g
ty ++-=  

 

Wie hängen C1 und C2 mit den Startwerten zusammen?  Wir geben folgende Startwerte vor: 

 

Startzeit  to = 0,  Starthöhe yo =5 [m],   Startgeschwindigkeit   
0y# = 10 [m/s]. 

 

Wir setzen die Startwerte   to = 0  und   yo =5    in die allgemeine Lösung ein: 

 

 500
2

5 221

2 =Ý+Ö+Ö-= CCC
g

             C2   ist demnach die Starthöhe 

 

Wir setzen die Startwerte  to = 0   und    
0y# = 10    in die 1. Ableitung der allgemeinen Lösung 

ein: 

 10  =  - g Ö 0  +  C 1                          Ą C 1  =  10   ist Startgeschwindigkeit 

 

In diesem Sonderfall sind Startwerte und Integrationskonstanten sogar identisch. Das ist eher 

selten der Fall. 

 

 
   
Satz 2:  Die allgemeine Lösung einer inhomogenen DGL ist die Summe aus allgemeiner 

              homogener Lösung und einer speziellen inhomogenen Lösung. 
 

 

 
   
Satz 3:  Sind    y1 (x)    und    y2 (x)    linear unabhängige spezielle homogene Lösungen, 

             dann ist die allgemeine homogene Lösung   y (x) = C1 y1 + C2 y2   mit beliebigen 

             reellen oder komplexen Konstanten  C1 , C2  ( bei einer DGL 2-ter Ordnung mit 

             konstanten Koeffizienten als Beispiel) 
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Satz 4:  Ist eine komplexe homogene Lösung einer DGL 2-ter Ordnung 

             mit konstanten Koeffizienten 

                                             y hom  =   y1 (x) +  i Ö  y2 (x)     

             dann ist die allgemeine reelle homogene Lösung 

                                             y hom , reell  =   C1 y1(x) +  C2 y2(x) 
 

 

 

Was heißt hier linear unabhängig ?   Zwei Funktionen heißen linear unabhängig, wenn für 

keine Konstante  C  gilt 

     y1 ( x)   =   C Ö  y2 ( x) 

 

Z.B. sind die Funktionen     y 1  =  3 sin ( w t )    und     y 2  =  - sin ( w t )      linear abhängig, 

da  gilt   

    y 1  =  - 3   y 2   

 

 

14.4  Das einfache Integral 

 
 

Beispiel     yô = 2 x      oder       dy/dx = 2x 
 

oder          dy = 2x  dx   
 

oder        ñ ñ +=Ý= Cxydxxdy 22  

   y 
                                               y(x) 

 
  y0                                       yô 
                                                        x 

 
 

Zum Zeichnen denkt man sich die ganze x-y-Ebene mit kleinen Linien bedeckt, deren Anstieg 

jeweils dem Anstieg   yô = 2x   entspricht. Dann startet man beim Anfangswert  yo  und folgt 

den kleinen Richtungslinien. Auf diese Weise entsteht die Lösungsparabel.  Auch hier gilt 

 

  yo  =  C          , was  aus    y = x
2
 + C      für   x = 0    folgt 

 

 

14.5  Methode Trennung der Variablen 
 

Diese Methode ist gut geeignet für DGL des Typs        yô(x) = f(x)Ög(y)     mit g(y) ̧  0. 

 

Beispiel 1:      yô(x) = 1Öy(x)           mit f(x) = 1.  

 

Diese DGL ist die Urform der Wachstums-DGL, denn die  nderung pro Zeiteinheit  yô  der 

Hefemenge ist (zumindest in der Wachstumsphase) proportional zur Menge  y  der 

vorhandenen Hefe. 

 

(14.5.1)                    ññ =Ý=Ý= dxdy
y

dx
y

dy
y

dx

dy 1
 

oder integriert 

Cxy +=ln      
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Da die Integrationskonstante frei wählbar ist, nehmen wir  *ln C   statt C und erhalten nach 

dem Potenzieren der beiden Seiten von Gl. (14.5.1) die Wachstumskurve  e 
x
. 

 

     
xCxCx

eCyeyey *
*ln*ln

°=Ý=°Ý=
++

 

 

Da die Konstante  °C*  immer noch beliebig und frei wählbar ist, setzen wir sie gleich einer 

beliebigen Konstanten   K    und erhalten so die endgültige Form unserer Lösung 

 

y(x)  = K e 
x
 

 

Beispiel 2 :  x + yÖyô = 0  Ą  ( ) öö
÷

õ
ææ
ç

å
Ö-=Ý-=

y
xy

y

x
y

1
''  

oder 

ñ ñ-=Ý-=Ý=+ dxxdyydxxdyy
dx

dy
yx 0  

oder 

CxyCxy 2
2

1

2

1 2222 =+Ý+-=  

 

Das ist die Kreisgleichung für einen Kreis mit Mittelpunkt  0  und Radius   Cr 2= . Diese 

abgefahrene Lösung traut man der simplen DGL oben überhaupt nicht zu. 

 

 

Beispiel 3:       yô + f(x) y = 0 dxxf
y

dy
yxf

dx

dy
)()( -=Ý-=Ý  

oder 

ñ=Ý-=+Ý-=
-

ñññ
dxxf

eCydxxfCydxxfdy
y

)(

)(*lnln)(
1

 

 

C*  bzw.  C  sind beliebige frei wählbare Integrationskonstanten, die erst bei einer speziellen 

Lösung wichtig werden. 

 

Wir nehmen als konkrete DGL x 
2
 yô + y = 0  Ą  0

1
'

2
=+ y

x
y . 

 

Das ist genau der Typ      yô + f(x) y = 0       mit der Lºsung     ñ=
- dxxf

eCy
)(

 

 

Wir müssen demnach nur  f(x) = 1 / x 
2
   integrieren und in die Lösungsformel einsetzen. 

 

Es ist    ( )
x

dx
x

x
dx

x
dxxdx

x

11

1

11
2

1

2

2

2
-=Ýù

ú

ø
é
ê

è

-
=Ý= ññññ

-
-  . 

 

Eingesetzt in die Lösungsformel erhalten wir die Lösung xeCy

1

=  
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Um in einer konkreten Anwendung dieser DGL die Konstante C zu bestimmen, reicht es 

einen Startwert festzulegen, z.B.    y1  = 5   bei   x = 1 .  (Startwerte für x = 0 verbieten sich 

hier).  Eingesetzt in die Lösungsfunktion der DGL erhalten wir 

 

5 = C e 
1
 Ą C = 5 / e Ą C = 1,8394 

 

 

14.6  Methode separable DGL mit Trennung der Variablen 
 

Gut geeignet für DGL des Typs yô = f ( a x + b y + c )                        (14.6.1) 

 

Wir machen die Substitution             u = a x + by + c 

 

Die Größe  u  hängt einmal direkt von   x   ab, aber da ja die Lösungsfunktion  y(x)   auch von  

x   abhängt, ist  u   ebenfalls eine Funktion von  x,  d.h.,  wir können  u(x)  schreiben. Damit 

ist 

 uô = a + b yô  mit           yô = f(u)       laut DGL oben. 

 

Man lºst diese DGL    uô = a + b yô    und setzt die Lºsung in Gl. (14.6.1) ein. 

 

Beispiel:         yô = 2 x ï y       d.h.      u = 2 x ï y       und     uô = 2 ï yô      oder    yô = 2 ï uô 

 

Eingesetzt in    yô = 2 x ï y      gibt         2 ï uô = 2 x ï y      oder      2 - uô =  u   

 

oder               - uô = u ï 2         oder       ññ -=
-

Ý-=
-

dxdu
u

dx
u

du

2

1

2
 

oder 

  ln ¼ u-2 ¼ = - x + ln ¼ C ¼  Ą  ln ¼ u-2 ¼- ln ¼ C ¼= - x 

oder 

  2
22

ln +=Ý=
-

Ý-=
- -- xx eCue

C

u
x

C

u
 

 

Die Rücksubstitution in die Gleichung  .      u = 2 x ï y       liefert        2 x ï y = C e 
ï x

 + 2 

oder die endgültige Lösung 

     y = 2 x - C e 
ï x  

 - 2 

 

Diese Lösung lässt sich aber auch recht gut mit dem e-Ansatz oder der Laplace-

Transformation erhalten. 

 

 

14.7  Integration einer DGL durch Substitution  
 

Geeignet für den Typ ()
x

y
urensubstituieWir

x

y
fxy =ö
÷

õ
æ
ç

å
='  

oder 

 y = xÖu         Ą Produktregel  Ą yô = u + x uô      mit    y = y(x)    und    u = u(x) 

 

eingesetzt in die DGL gibt   f(u) = u + x uô       oder  
x

uuf
u

-
=

)(
' . 
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Jetzt löset man die Gleichung und macht dann eine Rücksubstitution. 

 

Beispiel: uy
x

y
y

x

yx
xy 21'21'

2
)(' +=Ýö

÷

õ
æ
ç

å
+=Ý

+
=  

 

Wegen            yô = u + x uô  =  1 + 2 u            erhalten wir              x uô  =  1 + u     

oder  

dx
x

du
ux

dx

u

du
u

dx

du
x ññ =

+
Ý=

+
Ý+=

1

1

1

1
1  

oder 

  ln ¼u+1¼ = ln ¼x¼ + ln ¼C¼        Ą  ln ¼ u+1 ¼ =  ln ¼ CÖx ¼ 

oder 

  u +1 = CÖx                                      Ą            u = CÖx ï1 . 

 

Die Rücksubstitution gibt wegen   
x

y
u=     und daraus    y = uÖx      das Ergebnis 

   y(x)  = ( CÖx ï 1 ) Öx   =  C x 
2
 ï x  

 

Wir machen die Probe :    yô = 2Cx ï 1        erhalten wir durch Differenzieren der Lösung. 

 

Die Lösungsfunktion        y  =  C x 
2
 ï x       eingesetzt in die DGL     yô = 1 + 2y / x     gibt: 

12221)1(2121'
2

-=-+=-+=öö
÷

õ
ææ
ç

å -
+= CxCxCx

x

xCx
y , 

d.h., wir erhalten denselben Ausdruck wie beim Differenzieren. 

 

 

14.8  Methode Variation der Konstanten 
 

Geeignet für die inhomogenen Typen  yô  +  f(x) Ö y = g(x) 

 

Die homogene Lºsung, d.h. die Lºsung der homogenen DGL    yô + f(x)Öy = 0 ,  war 

 

ñ=
- dxxf

eCy
)(

hom  

 

Wir ersetzen aus didaktischen Gründen das C durch ein K (um im nachfolgenden Text 

Verwechslungen zu vermeiden.). Variation der Konstanten heißt, dass man Konstante  K   

durch die Funktion  K(x)   ersetzt. 

 

ñ=
- dxxf

exKxy
)(

)()(                                                          (14.8.1)                            

Differenziert gibt das 

ñ-ñ=
-- dxxfdxxf

exfxKexKxy
)()(

)()()(')('   . 

 

Eingesetzt in die inhomogene DGL gibt das 

 

)()()()()()('
)()()(

xgexKxfexfxKexK
dxxfdxxfdxxf

=ñ+ñ-ñ ---
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Da sich die beiden mittleren Terme wegheben, bleibt eine deutlich kürzere Formel übrig: 

 

ñ=Ý=ñ +- dxxfdxxf

exgxKxgexK
)()(

)()(')()(' . 

 

Integriert ergibt das 

                     CdxexgxK
dxxf

+ö
÷

õ
æ
ç

å ñ=ñ
)(

)()( . 

Eingesetzt in Gl. (14.8.1) gibt das 

 

ñÖö
÷

õ
æ
ç

å
+ö

÷

õ
æ
ç

å ñ=
-

ñ
dxxfdxxf

eCdxexgxy
)()(

)()(   . 

 

Beispiel für diesen Typ einer inhomogenen DGL ist     
x

xfmitx
x

y
y

1
)()(cos' ==+  

Integral f(x)  ist      xdx
x

ln
1

=ñ  

 

Die Lösung ist dann              ( ) xx
eCdxexxy

lnln
)(cos)(

-

ñ +=  

oder 

( )
x

Cdxxxxy
1

))(cos()( Ö+Ö=ñ  

Das Integral   cos (x) Ö x    lºsen wir mit der Methode Ăpartielle Integrationñ aus Mathe 1. 

Diese Methode ist die Umkehrung der Produktregel des Differenzierens (Erinnerung!!): 

 

ññ -= '' uvuvvu  

ñ-Ö=Ö sinsincos xx  

 

Die endgültige Lösung ist demnach 

 

( )
x

Cxxxxy
1

)(cos)(sin)( Ö++Ö=  

 

Die Probe kann man auch hier durch das Differenzieren der Lösung bzw. durch das Einsetzen 

in die DGL und anschließenden Vergleich machen. 

 

 

 

14.9  Lösung mit e-Ansatz von inhomogenen DGL mit konstanten Koeffizienten 

 

1. Ordnung: a1 yô(x) + ao y(x)  =  f(x) 

2. Ordnung: a2 yôô(x) + a1 yô(x) + ao y(x)  =  f(x) 

 

Schrittfolge des Lösungsweges: 

 

1. Homogene Lösung finden über die Wurzel(n) der charakteristischen Gleichung 

2. Eine spezielle inhomogene Lösung finden unter Benutzung einer Tabelle und eines 

Koeffizientenvergleichs 
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3. Bestimmung der Konstanten durch Einsetzen der Startwerte in die allgemeine Lösung 

bzw. in deren Ableitung 

 

Beispiel 1: 3 yô(x) + 2 y(x)  = 4 cos(x)                      mit Störfunktion    4 cos (x ) 

 

Wir suchen zuerst mittels e-Ansatz die Lºsung der homogenen DGL    3 yô(x) + 2 y(x)  = 0 . 

 

Der e-Ansatz der homogenen Lösung lautet            y = C e 
r x

      mit  yô = C r e 
r x

          

 

Eingesetzt in die homogene DGL erhalten wir       3 C r e 
r x

  + 2 C e 
r x

  = 0 . 

 

Wir klammern   C e 
r x

  aus und erhalten                 C e 
r x

 Ö ( 3 r + 2 ) = 0           mit  C ̧ 0 

 

Da   e 
r x

  nicht  0  werden kann, gilt                         3 r +2 = 0    (Char. Gl.)    Ą     
3

2
-=r  

Dieser Wert r  heißt Wurzel der Charakteristischen Gleichung. Wir setzen ihn in den 

homogenen Lösungsansatz ein und erhalten 

                                                                                   yhom(x) = C e 
ï (2 / 3) x

  

 

Beim Suchen einer speziellen inhomogenen Lösung ist folgende Tabelle sehr hilfreich: 

 

Tabelle spezieller inhomogener Lösungsansätze 

 

Typ der Störfunktion Spezieller inhomogener Lösungsansatz 

Konstante                     k Konstante                      K 

Potenz                          k x 
n
 Polynom                        Ko + K1 x +...+Kn x 

n
 

Sinus                            k sin ( w x ) Sinus und Kosinus        K1 sin ( w x ) + K2 cos ( w x ) 

Kosinus                        k cos ( w x ) Sinus und Kosinus        K1 sin ( w x ) + K2 cos ( w x ) 

Exponentialfunktion    k1 e 
k2 x

 Exponentialfunktion     K1 e 
k2 x

 

 

Die Konstanten k oder k1 links können andere Werte haben, als die Konstanten K bzw. K1 

rechts, während k2 und w links und rechts gleich sind. Die Konstanten des Lösungsansatzes 

werden durch einen Koeffizientenvergleich bestimmt, indem man den speziellen 

Lösungsansatz in die inhomogene DGL einsetzt. 

 

Zur¿ck zu unserem Beispiel  3 yô(x) + 2 y(x)  = 4 cos(x). Die rechte Seite (Stºrfunktion) 

dieser DGL ist vom Typ ĂKosinusñ. Laut Tabelle haben wir den speziellen inhomogenen 

Lösungsansatz 

y inh spez (x) = K1 sin ( w x ) + K2 cos ( w x ) . 

 

Und differenziert 

 

yôinh spez (x) = K1 cos ( w x )Öw  -  K2 sin ( w x )Öw . 

 

Der Lösungsansatz in die DGL eingesetzt liefert 

 

3 K1 cos ( x )Ö1  -  3 K2 sin ( x )Ö1 + 2 K1 sin ( x ) + 2 K2 cos ( x ) = 4 cos ( x ) 

 

Da wir zwei Konstanten, K1 und K2 , zu bestimmen haben, benötigen wir auch zwei 

Gleichungen. Diese beiden Gleichungen liefert uns der Koeffizientenvergleich, indem wir 
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einmal die Kosinusse der linken Seite mit denen der rechten Seite vergleichen, und dann 

dasselbe mit den Sinussen links und rechts machen: 

 

3 K1 cos ( x ) + 2 K2 cos ( x ) = 4 cos ( x )     Ą      ( 3 K1  + 2 K2 ) cos( x ) = 4Ö cos (x) 

 

- 3 K2 sin ( x ) + 2 K1 sin ( x ) = 0       Ą       (-3 K2 +2 K1) sin( x ) = 0Ösin(x)  

 

Da   cos(x)  bzw.   sin(x)   jeweils links und rechts in der Gleichung als Faktor auftritt, kürzen 

sich diese Funktionen heraus, und es bleibt ein einfaches Gleichungssystem mit 2 

Unbekannten übrig: 

     3   K1   +   2  K2   =   4 

     2   K1   -   3  K2   =   0 

 

Ein so kleines Gleichungssystem lösen wir am Besten, indem wir eine Gleichung in die 

andere einsetzen. Hier bietet es sich an, die zweite Gleichung in die erste einzusetzen: 

 

2   K1   -   3  K2   =   0 Ą 2 K1   =   3 K2      Ą      21
2

3
KK =  

eingesetzt in die erste Gleichung gibt 

 

615,045,640,25,442
2

3
3 222222 =Ý=Ý=+Ý=+Ö KKKKKK

 

und mit   21
2

3
KK =     für K1 den Wert      K1  = 1,5 Ö 0,615  =  0,923  . 

 

Die spezielle inhomogene Lösung lautet somit in ihrer vollständigen Form 

 

y inh spez (x) = 0,923 sin ( x ) + 0,615 cos ( x ) . 

 

Nach Satz 2 ist dann die allgemeine inhomogene Lösung die Summe aus der allgemeinen 

homogenen Lösung und unserer speziellen inhomogenen Lösung, also: 

 

y (x)  =   C e 
ï (2 / 3) x

   +   0,923 sin ( x ) + 0,615 cos ( x ) . 

 

Wollen wir eine Lösungskurve berechnen oder zeichnen, dann müssen wir einen Startwert 

vorgeben. Wir wählen als Startwert für y(x) den Wert    yo = 1   bei  xo = 0 . Wir setzen die 

beiden Werte in die allgemeine inhomogene Lösung ein: 

 

1  =   C e 
ï (2 / 3)· 0

   +   0,923 sin ( 0 ) + 0,615 cos ( 0 ) . 

 

Wegen   e 
0
 = 1   und   sin ( 0 ) = 0   und    cos ( 0 ) = 1   erhalten wir 

 

1  =  C · 1   +    0,923 · 0   +   0,615 · 1 Ą 1  =  C  +  0,615 

oder 

C  =  0,385 

 

Die zeichenbare oder tabellierbare Anfangswertlösung zur allgemeinen inhomogenen Lösung 

lautet somit: 

y (x)  =   0,385 e 
ï (2 / 3) x

   +   0,923 sin ( x ) + 0,615 cos ( x ) . 
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Betrachten wir die Lösungsformel, dann fällt folgendes auf: Die Lösung besteht aus zwei 

Teilen, die sich unterschiedlich verhalten: 

 

1. Der Teil    0,385 e 
ï (2 / 3) x

   ist eine fallende e-Funktion, die schon für Werte um  x = 

10  sehr klein ist und rasch gegen Null geht. Dieser Anteil der Lösung, der aus der 

homogenen DGL hervorgeht, beschreibt das Eigenverhalten des durch die DGL 

beschriebenen physikalischen, biologischen oder technischen Systems, wenn es 

angestoßen wird (Startwert), aber weiter keine Störung erfolgt. 

2. Der Teil   0,923 sin ( x ) + 0,615 cos ( x )   ist eine phasenverschobene und in der 

Amplitude veränderte Kopie der Störfunktion  4 cos (x ). Dieser inhomogene Teil der 

Lösung beschreibt die Lösung, die nach Beendigung des Einschwingvorgangs übrig 

bleibt, nämlich die fortdauernde zwanghafte Bewegung des Systems auf Grund der 

fortdauernden Störung. 

 

 

Beispiel 2:  Eine DGL zweiter Ordnung mit 2 reellen Wurzeln (nicht schwingendes 

System). 

ttxtxtx 3)()(7)(2 =++ ###  

 

Der e-Ansatz der homogenen Lösung ist 

 

    trtrtr erCtxerCtxeCtx 2)(,)(,)( === ###  

 

Eingesetzt in die homogene Lösung   0)()(7)(2 =++ txtxtx ###    und   Faktor   C e 
r t

  

ausgeklammert, erhalten wir die charakteristische Gleichung dieser homogenen DGL: 

 

2 r 
2
 + 7 r + 1  =  0 Ą r 

2
 + ( 7 / 2 ) r + (1 / 2) = 0 Ą r 

2
 + p r + q = 0 

 

Mit   p = ( 7 / 2 )   und   q = ( 1 / 2 )   liefert uns die p-q-Formel die beiden Wurzeln: 

 

60,175,15,075,175,1
2

1

4

7

4

7

22

2

22

2,1 °-=-°-=-ö
÷

õ
æ
ç

å
°-=-ö

÷

õ
æ
ç

å
°-= q

pp
r

 

oder r1 = - 0,15    und    r2 = - 3,35 . 

 

Damit lautet die allgemeine homogene Lösung      x hom (t)  =  C1 e 
ï 0,15 t

 + C2 e 
ï 3,35 t

  . 

 

Laut Tabelle der speziellen inhomogenen Lösungsansätze ist der Typ unserer Störfunktion  3 t   

ein Polynom und der spezielle inhomogene Lösungsansatz damit 

 

 x spez , inhom(t) = Ko + K1 t      mit den Ableitungen   0)()( 1 == txundKtx ###  

 

Eingesetzt in die DGL erhalten wir die Gleichung    2 · 0  +  7 · K1  +  Ko + K1 t  =  3 t 

 

Hier wird der Koeffizientenvergleich links und rechts für die Koeffizienten der t-Potenzen 

durchgeführt. Da es in diesem Beispiel nur zwei t-Potenzen gibt, nämlich  t
1
 = t  und t

0
 =1, 

erhalten wir die beiden einfachen Gleichungen für unsere unbekannten Konstanten  Ko und  

K1 :   




