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11. Matrizen (Vektoren, Matrizen, lineare Gleichungssysteme)
11.1 Einfuhrung

Eine Einfuhrung irdie Vektorrechnung erfolgte bereits in Mathel.

aa, §
€0
Als n-Vektor bezeichnet man die Forsi= fzg bzw. & =(a,, a,,....a,)
& 9
G
Statta’™ wird auch oft nur & geschrieben. Beispiel einesiBnensionalen Vektors, z.B. eine
4359
: . , & 0
Beschleunigung im Raum, Ié;:ae 244
& 0
17 9
gean e Ay, g
Eine(m,n)-Matrix hat m Zeilen und n Spalten, z.B.=x... ... ...9,
R o B2
. . a3 -4 039
z.B. eine (2,3Matrix A = .
(2.3M - S

Eine Spaltenmatrix hat nur eine SpalteineZeilenmatrix nur eine Zeile, z.B.
50 8
(m,1)}Spaltenmatrix A = g... ¢ oder (1,mZeilenmatrix A :(a5ll am) )

3,0

Quadratische Matrizen haben gleiche Anzahl von Zeilen und Spalten, z.B. eine-(n,n)
Matrix. Dreiecksmatrizen, Diag@lmatrizen und Einheitsmatrizen sind immer quadratisch.

Bei Dreiecksmatrizenist eine Halfte Gber oder unter der Diagonalen mit Nullen belegt,

o ~

%381 4, &. ang
. . ) . a. n O
wie z.B. bei der oberen (n,—nﬁ)relecksmatrlezaeo aéz Q. {:n 8.
%O 0 .0 ann§
EineDiagonalmatrix ist aufRerhalb dddiagonalen mit Nullen belegt, wie z.B. die
gean 0o .. Og
(n,n)}Diagonalmatrix A= 25 % a Og.
?O o .. am§



al 0 0§
® 0
EineEinheitsmatrix ist eine Diagonalmatrix mit der Diagonale 1, zBB=g8 1 0p.

0
® o0 12

00 ON
EineNullmatrix ist eine beliebige (m,Aylatrix aus Nullen, z.B.O :?% 08 .
(; -

Symmetrische und antisymmetrische Matrizensind wieder quadratische Matrizen. Bei
symmetrischen Matrizen gilA = AT, d.h. Matrix A ist gleich ihreffransponierten (Zeilen
und Spalten vertauscht).

Bei antisymmetrischen Matrizenlgi A = -A" , d.h. Matrix A ist gleich ihrer negativen
Transponierten (Zeilen und Spalten vertauscht). Hier ist die Diagonale zwangsweise Null.

a4 2 -3 99 ao -2 3 -9p

& 0O 4 7 0 ae2 0 4 79

. . e fo) - -7
Beispiel symmetrischA = =, antis mmetnschA- -
pIet sy &3 4 3 -20 y ®3 4 0 29

%9 7 -2 6 8 %9 7 -2 0 8

Satz: Jede quadratische Matiist zerlegbar in die Summe aus einer symmetrischen und
einer antisymmetrischen Matrix.

Esgilt A=As+Aas mit As=05*(A+A) und Aas=0.5*(AA").

Jede beliebige Matrix lasst sich transponieren, d.h. Zeifeh Spalten vertauschen. Dabei
wird aus einer (m,AMatrix eine (n,mMatrix.

a2 -3 20

22 61 4 2 0 7

Beispiel A= 3 0 9 25 wirdzu AT—g g.
2 76 12 % 9 6'8

c 2 1=

Orthogonale Matrizen bestehen aus Zeilenvektoren, die irdimensionalen Raum jeweils
senkrecht aufeander stehen. Sie sind immer quadratisch. Fur orthogonale MatrizenAyilt
AT=ATA=D (Matrix mal Transponierte ergibt Diagonalmatrix).

Sind die Zeilenvektoren auf Norm 1 normiert, spricht man von orthonormalen Mattizzn.
git AAT=ATA=E

Inverse Matrizen A'' sind aufwendig zu berechnen, vergleichbar der Ldsung eines
Gleichungssystems. Wir berechnen Sie nur fiir quadratische Matrizen.

Es gilt AA'=E=A'A ,d.h. Matrix mal Inverse ergibt die Einheitsmatrix.

11.2 Rechnen mit Matrizen und Vektoren

Multiplikation mit einem Skalar : Jedes Element wird multipliziert.
ak .. ka, @
% all ain 8

43 - 2§ a9 - 69
KA=m. o o B 7 B. A:% 68 mal 3 gibt 3A = %7 188
o G N

FKay - ka2



Addition und Subtraktion ist nur moglich, venn beide Matrizen gleiche Zeilenzahl und

gleiche Spaltenzahl haben. Es werden immer die gleich indizierten Elemente addiert bzw.

subtrahiert.
gmeambu Ay, thy :

3 2 9 -35 a8 -3 15 88 6 - 25
A+B=gx .. & z.B. 2 88 8:% N:
-2 b=z 4= =

éeaml-l-bml amn+bmn9 g Q Q

Multiplikation Matrix mal Vektor : Hier ist eine Verkettng nétig. Liegt eine (m,AYatrix
vor, dann kann diese nur mit einerVaktor multipliziert werden. Es entsteht als Ergebnis
ein mVektor. Das ite Element des rirgebnisvektors ist das Skalarprodukt deen
Matrixzeile mit dem rvektor.

ab, o
& g 0 a4 aq ) s o
WG S‘ea“ i 52, 5 o 86 -2g@ 18_;?1801-60- 20354205
ol 0o PR & o o8 0THa oaronl Bl
% e AT 8 3=
C%m mn-é‘%n+ ¢ :

Multiplikation Matrix mal Matrix : Hier ist wieder eine Verkettung nétig. Liegt eine (m,n)
Matrix vor, kann sie nur mit einer (n;Matrix multipliziert werden. Das Ergebnis ist eine
(m,p)}Matrix. Das Skalamodukt aus -ter Zeile der (m,nrMatrix und fter Spalte der (n,p)
Matrix ergibt das Element (i,j) der (n;grgebnismatrix.

Beispiel: (2,3)Matrix * (3,3)}Matrix = (2,3}xMatrix

al 4 2§
a2 -4 6pae 0 & 22 38 -14§
B g 4809 30078, 5 8
¢ 8% 3 10 @ :

Drehmatrix als Beispiel einer Matrixanwendg. Die folgende Matrix dreht einen Punkt P
von seiner Position in die neue-AdhgsesDhet i on
Drehwinkel sela. Die zKoordinate des Punktes wird bei dieser Drehung nicht gedndert.

é(a:os@) - sin(a) Og gg.866 - 0.500 Og
=gsin(@) cos@) O0p z.B. beia=30° ist D, =g8.500 0.866 Op
& 0 & 0
¢ O 0 12 Y 0 12
axg a2.5¢ axio 80.866 - 0.500 0§a2.59 al1.665¢
 C 220 &2 0 C &0 C & ok 0 & 0
Mit P=gyg=al ¢ wird Pi=ayig=D, P=g8.500 0866 0§zl =a2.116p
&0 #40 &0 &o 0 19840 T4 0

F



Die Drehung des Punktes erfolgt
die vorzeichenrichtige  math
matische Drehrichtung gemaf dj
Winkel, z.B. +30°

Will man dagegen das Koordinatensystem drehen,
neue Achsen x0 wund yo (
der entgegengesetzten Drehung, 2.B0°. Der PunkK
bleibtamaltenQr, hat aber neue

y

Dx und Dy sind die Drehmatrizen mit der Drehachse x bzw. Drehachse y:

al 0 0 0§
& 0
D, =a8 cos@) -sin@)o
8@) sin(@a) cos@) 9

o 0 . ~
gecos(a) S|n(a)8
DY = 0 1 0 o
8@ sin@) 0 cos@)?

11.3 Lineare Gleichungssysteme

Aufgabe sei es, den Schnittpunkt

Gerader zu berechnen. Wir
Gleichungen mit zwei Unbekannten:
y=ax+h
y=cx+d

haben =z

(X,y) zw¢

Wir schreiben die Gleichungen in

- ax+1Q/=b
- cx+1G/=d

ist der Losungsvektor (hier
ist der Vektor der Rechten

Texe >

Zur Erinnerung

Einegultige Gleichung bleibt eine

Beispiele
ax+by=c

ax+by=c
dx+ey=f

mit 4 multipliziert gibt

ergeben addiert die neue Gleichung

2 Schritten um in Richtungidshreibweise:

ist die Matrix der Koeffizienten

im Beispiel (x, y))
Seite (hier im Beispiel (b, d))

gultige Gleichung, auch wenn man

linke und rechte Seite mit derselben Gro3e multipliziert oder dividiert
zur linken und rechten Seite dieselbe Gro3e addiert oder subtrahiert
ein beliebig Vielfaches anderer Gleichungen addidetr subtrahiert

dax+4by=4c

(a+d) x + (b+e) y = (c+)

5



11.3.1 Gaul3-Jordan-Eliminationsverfahren zur Lésung eines linearen Gleichungssystems

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem A)%sz
Durch Multiplikation mit bestimmten Zahlen sowie Addition bzw. Subtraktion von Zeilen
wandelt man die urspriingliche KoeffizientenmatrixirAdie Einheitsmatrix E um.

Der Vektorb der Rechten Seite wird mitgewandelt und wird zur LésMngenn es gilt ja
EX=X

Zahlenbeispiel zur GaulRordanrElimination: Gegeben sind drei Gleichungen mit 3
Unbekannten

61 12%+6Xx= 6
3T 5x+5x= 13
2XT1T 6X% =-10

Im ersten Umrechnungsschritt werden in der ersten Matrixspalte unter dem Pivotelement [6]
zwei Nullen erzeugt, indem die 1.Gleichung (1.Gl.) mit einem geeigneten Faktor multipliziert
von der 2.Gl. und der 3. Gl. subtrahiert wird. Die Faktdtakergeben sich auf simple Weise

aus Matrixelement / Pivot, wobei das Matrixelement dasjenige unter dem odeddibe
Pivotelement ist, das gerade zu Null gemacht werden soll. Zuletzt wird die Pivotzeile durch
das Pivotelement geteilt, damit auf der Diagonalen eine 1 entsteht. Die durchzuflihrenden
Aktionen sind rechts neben dem Gleichungssystem noch einmal irokuarabtiert.

éLes] -12 6pax,0 46§ 3. 1.Gl.:=1.Gl./6
Oee"0 e O ..

@3 -5 59a%,6=2139 1) Fak=3/6, 2.Gl..=2Gl.- FakQGl.

&2 -6 09%,2 102 2) Fak=2/6 3Gl:=3Gl.- FakQGlI.

Das Ergebnis des ersten Umrechnungsschrittes ist eine neue Matrix und eine neue Rechte

Seite

- 2 1 Géxlé é 1 6
0 0 & 0

1 2 Qaéz(?:aelo 0

-2 - 29%. 9 8@129

B BB

Der zweite Umrechnungsschritt soll in der zweiten Matrixspalte zwei Nullen und in der
Diagonalereine 1 erzeugen. (Die 1 steht zufallig schon da.). Pivotelement ist die [1].

a1 -2 1 025‘ g 419 1) Fak=-2/1 1GI=1GI- Fak .Gl
@ [ oaé<20 aeloo 3) 2Gl:=2Gl/1
P -2 - 205,90 ?129 2) Fak=-2/1 3Gl:=3Gl- FakQGl

Das Resultat des zweiten Schrittes und die Aktionen flir den 3. Schritt sind



al 0 53ax 0 &215 1) Fak=5/2 1Gl:=1Gl- FakBGlI
x O 0 & 0 ..

@ 1 20a%,06=806 2) Fak=2/2 2Gl:=2Gl- Fak@Gl
P o [2]03%‘< 8589 3) 3Gl :=3Gl/2

al 0 0g§ax g alg
& 0®&'0 &0
#® 1 06ax,6 = a6 ,dh x =1, x,=2 und Xx,=4
® o 19%,2 &

Probe
Um nicht eigenen Rechenfehlern aufzufliegen, macht man entweder die Prob#emit
Gleichungen, was das sicherste ist, oder

- bei GauRJordan immer mit der ersten Gleichung

- beim GauPREliminationsverfahren immer mit der letzten Gleichung

Wir machen demnach die Probe mit der ersten Gleichungli @2 + 64 = 6

11.3.2 Berechnung der Inversen A®

Inverse Matrizen werden oft in der Technik oder Statistik verwendet. Die inverse Matrix kann
man z.B. so berechnen, indem man die folgenden n Gleichungssysteme lost. Sie
unterscheiden sich nur durch die Stellung der 1 im Vektor der Rechten Seite:

alg aong aong
c_B ¢ c_B;
&0 0 _ad0
AX "0 AXiZ g g e AX; “® 0
X %8 o

Die n Lésungsvektoren?’l, >\<’2 Z] sind die Spalten der inversen MatAx*

Da der erste Losungsktor die erste Spalte der inversen Matrix wird, bezeichnen wir seine
Elemente mit ¥, Xo1, ..., %1, die vom zweiten Losungsvektor mipXxzz, ..., %32, USW.

Kleines Zahlenbeispiel mit einer (2;®)atrix, d.h. n=2.

Wir l6sen die kleinen Gleichungssgme nicht mit Gauordan, sondern mit dem Gaul3
EliminationsVerfahren. Das erste der beiden Gleichungssysteme ist:

%i] loaxlo alo
5_(%(21_ B8 Fak=2/3 2GI:=2GI- FakAGl

wir erhalten eine Dreiecksmatrix und konnen damsit und dann x berechnen:



- 0.667

2. Gleichung gibt 00k, +4.333(,, =- 0.667 Y x,,= = 01539
4333
1. Gleichung gibt ~ 3¢x, +14-01539=1 Y  x, :Lgl%’g =0.3846

Das zweite der beiden Gleichungssysteme ist:
%i] 16ax, 6 404
c 5§§<ZZ+ éﬁ@ Fak=2/3 2Gl:=2Gl- FakQGl

Wir erhalten wieder dieselbe Dreiecksmatrix und konnen damitind dann y berechnen:

a3 1 gax, 6 a0g
H 43338 22@ Ao
2. Gleichung gibt  0&x, +4.333(,, =1 Y X, -1 _02308
4.333
1. Gleichung gibt 3¢, +1(0,2309 =0 Y X, = -0 2308— - 0,0769

0.3846 - 0.07699

ax,; X,0 a
= die gesuchte inverse Matrix.
5 ? 01539 023088 ¢ ¢

Damit ist A‘lza
G721

Wir machen die Probe mit der Gleichungh ' OA=E , d.h. bei Multiplkation der Inversen
mit der Originalmatrix nach den Regeln der Matrixmultiplikation muss die Einheitsmatrix
entstehen (bis auf Rundungsfehler):

o

403846 - 0.07696(.%3 1§
§0.1539 0.2308@ C 5@

1
v()
e
|_\
|-CDO

Hat man viele GIemhungssysteme mit derselben Matrix A aber unterschiedlichen
Rectten Seiten b zu l6sen, dann berechnet man einmalig die inverse Matrix. Bie
Losung eines der vielen Gleichungssysteme ist dann nur noch die relativ schnelle Operation
AMatrix mal Vektori, denn es gilt:

X=Alb
Genau diese Aufgabenkonstellation findet man beim Glatten von Messkurven mit dem
Verfahren der Agl eitenden PolynomedA vor,
Gleichungssystem gelést werden.

de



11.3.3 Tucken beim Losen linearer Gleichungssysime

A Regulares Gleichungssystem:
y\ 2 Gleichungen (Geraden), 2 Unbekannte x und y,
""""""""""" X es existiert eine eindeutige Losung (der Schnittpunkt)
B j >

Unterbestimmtes Gleichungssystem (nicht |6sbar):

2 Unbekanntex und y, aber nur eine Gleichung (Gerad

Es existieren unendlich viele potentielle Losungen, (
>

jeder Punkt der Geraden kdnnte zum Schnittpunkt we

Uberbestimmtes Gleichungssystem (gut lésbar):

Man hat mehr Gleichungemls Unbekannte (hier
Geraden). Es existiert eine eindeutige Losung
Schnittpunkt) nach devMethode der kleinsten Quadrate

—ax+ Widerspruchliches Gleichungssystem (nicht I6sbar):
y —ax+d In der Matrix entsteht bei den Eliminationkgtten eing
y Nullzeile. (Graphisch sind es parallele Geraden

1 > Ebenen, die das verursachen). Kein Schnittpunkt

A y=ax+ Singulares Gleichungssystem (nicht oder ungenau 163
w Entweder liegen linear abhéngige Zeilen vor (z.B. z
- identische Gleichungen). In der Matrix entsteht

Nullzeile. Oder fast linear abhangige Zeilen (z.B. z
/ X > fast identische Gleichungen). Es entsteht in der M
eine FasiNullzeile, die auf ungenaue Ldsungen fihrt.

Merksatz: Lasst sich ein Gleichunggstem nicht I6sen, dann ist in 99,9% der Falle schon
die Aufgabenstellung oder die zu Grunde liegende Konstruktion falsch. Suchen Sie dort
den Fehler!

Lineare Abh&ngigkeit einer Matrixzeile liegt vor, wenn sich diese &alaearkombination
aus anderen Zah darstellen lasst. Im folgenden Beispiel lasst sich z.B. die 3. Zeile durch
eine Linearkombination aus der 1. und 2. Zeile der Matrix darstellen.

a3 -2 75
e (0]
&5 -4 -35
g@ 6 5 89 3 Zeile=050.zeile- 15@.Z¢ile

Eine Matrix heil3singular, wenn sie linear abhéngige Zeilen enthalt.
Eine Matrixheif3tquasisingular, wenn sie fast linear abhangige Zeilen enthalt.

Merksatz: Singuldre oder quasisinguldre Matrizen sind die Folge einer falschen oder
Uberfrachteten Problemstellung. Héhere Rechengenauigkeit nitzt nichts.

9



Wie erkennt der Laie schleckbnditionierte Matrizen bzw. Gleichungssysteme?
- Bei einem Gleichungssystem andert mafh @er Rechten Seite bei irgexider Zahl
die 3. oder 4. Kommastelle (z.B. aus 3.145 eine 3.146 machen). Andert sich die
berechnete Losung darauf hin brutal, dann lsetflechte Kondition vor.
- Bei einer Matrix berechnet man die Inverse. Dann andert man eine Kommastelle und
berechnet die Inverse der Inversen. Das musste die Ausgangsmatrix ergeben. Kommen
brutal andere Werte heraus, dann ist die Matrix schlecht konditiggieasisingular).

11.4 Determinanten

Die Determinante (ABest.
Matrix ist geometrisch das von den Zeilenvektd
aufgespannte Volumen. Je dichter die Zeilenvekt
zusammenfallen, desto kleinst die Determinante. Ihre
maximalen Wert hat sie, wenn die Zeilenvektg
senkrecht aufeinander stehen.

Berechnung von Determinanterbei n=2 bzw. n=3 nach SarruS@r r us 6 s)che Regel
(Der franzésische Mathematiker Piefreedéric Sarrus lebte von 1798 1861)

_ _88, 8,0 _ Al =
n=2 A—é%; a;@ DA—|A|—a11a22'a21a12
e a] e [P mma e

N=3| &i"az "8z .51 az 813 31 Bg2 - 31 B2 A3 -
B8l 837™-A3s(. 831832 832 Q3311 - 33331 A2

(Die 3 positiven Terme folgen den abfallenden Linien , die 3 negativen Terme den
ansteigenden Linien).

Ab n = 4 soll te man nicht mehr die @arrus
kompliziert. Excel z.B. macht intern aus der Matrix eine Dreiecksmatrix wie beim-Gaul3
Eliminationsverfahren und multipliziert einfach die Pivotelemente. Das Produkt ist die
Determinante:

R
D=|A]=OFR

i=1

11.41Di e Cr amer 0s c he kiBreg&eichuagssystemefig n=2 lgzw. n=3
(Der Schweizer Mathematiker Gabriel Cramer lebte von 1704 bis 1752)

)E: g _ Det A A* entstehtaus A , indemmandie 5 te

A =
Det A Spaltevon A durch die Rechte Seiteb ersetzt

mit X

1C



Zahlenbeispiel fur n=2

3%, - 7X, = a3 - 70ax 0 450
% 2 oderals Matrixglethung % Oaxlgz%g
4X1+2X2:2 C 2_92_ Ce+
2l
2 2
X = 5Q- 2¢ 7) =0,706 (erste Splée der Matrix ersetzt)
3 -7 3(2- 4C-7) 34
4 2
o
4 2 - 2( - . .
X = = ?Q 2..6 --4_. 0,412 (zweite Spalte der Matrix ersetzt)
3 -7/ 3Q-4-7) 34
4 2
3®,706- 7(@-0,412) =5,002
Probe: < 2 Probe O.K.

4,706+ 2(}- 0,412) = 2,000

Sehr groRe Gleichungssysteme I6st man iterativach Gaul3, nach Seidel oder nach doyd
um nur einige Verfahren zu nennen. Wann benutzt man etwa welche Methode?

n=2 oder n=3, dann Cramer 6sche Regel oder
n=2 bis n=100, dann GauBder GauRJordarElimination

n>100, dann iterative Verfahren nach Gaul3, nach Seidel aderJordan

11.4.2 Beispiel Vereinfachte Spektrometerauswertung

Losungen von je 1 Mol/l der 3 Stoffe A, B, C geben im Absorptionsspektrometer folgende
bereits logarithmierte Skaleneinheiten:

Wellenlange 420 nm A=132 B=36 C=48
450 nm A=84 B=92 C=17
480 nm A=29 B=81 C=57

Ein Prozess liefert A, B, C gemischt in wassriger Losung. Eine Interaktion bei der Absorption
findet nicht statt. Eine Messung der L6sung liefert bei

Wellenlange 420 nm 1 =111,1 Skaleneinheiten
450 nm I,= 97,1 Skalenenheiten
480 nm = 57,8 Skaleneinheiten

Mit welchen Molzahlen ist welcher Stoff vertreten? Das Gleichungssystem lautet:

132A+ 36 B+48C = 111,1
84A+ 92B+17C = 97,1
29A+ 81B+ 57C = 57,8

11



Di e Cr amer 6iUs o33 ergibiR digg € Detefminanten. Die aus der rechten Seite
eingesetzten Matrixelemente sind fett dargestellt.:

D = 13292657 + 3627Q9 + 483481
- 2902@8 - 817(32- 578436 =554 352

D =111,1026G7 + 36076G7,8+ 4897,181
- 57.8092@8 - 8147(11,1- 5707,1(36 = 388 028

Dg = 13207,167 +111,107Q9 + 488457,8
- 2907,148 - 57,827Q32- 576411,1 =221 589

Dc = 13292657,8+ 3607,1Q9 +111,18481
- 2902011,1 - 8107,1232- 57,88436 = 49 825

Durch Division der Determinanten erhalten wir die Losungen:

Molkonzentration A =Da/D =0,6999 gerundet 0,70
B=Dg/D=0,3997 gerundet 0,40
C=D:/D=0,0899 gerundet 0,09

Probe mit der 1. Gleichung: 1®270 + 3@,40 + 48,09 = 111,12 O.K.

11.5 Eigenwerte und Eigenvektoren

Eigenwerte spielen u.a. in folgenden Wissensgebieten eine Rolle

Elastizitatslehre: Anisotropes Material, z.B. gewalzter Stahl, hat die Eigenschaft, dass
DehnungD und KraftF nur auf den Achsen des Dilatationsellipsoids gleiche Richtung haben.

Pk

D F
Walzrichtung>

In der Kristalloptik ist die Lichtgeschwindigkeit abhangigpw der Richtung im Kristall.
Elektrische Feldstarke und dielektrische Verschiebung haben nur auf den Achsen des
Fresnel 6schen EIllipsoids gleiche Richtung.

In der mathematischen Statistikhaben die Achsen des Korrelationsellipsoids die Richtung
der Eigenvktoren der Kovarianzmatrix. In der Abbildung sind die Punkte Objekte
(Probanden, Patienten), die durch Matrixzeilen (Patientendatery,y....) reprasentiert
werden.

12
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1Y

In der Wellenmechanik stehender Wellen ist die Loésung der eNgngleichung

2
d W k2w = 0 nur fiir bestimmte Werte vorf kosbar (die Eigenwerte der Losung).

Eine symmetrische quadratische Matrix A hat reelle Eigenwerte. Die zugehorigen
Eigenvektoren stehen senkrecht aufeder. Bei Multiplikation mit A andern sie nicht ihre
Richtung, sondern allenfalls ihre Lange. Bigenwertgleichunglautet:

AX=/ &
A ist die quadratische symmetrische Matrix
X ist einer der Eigenvektoren
| ist der zum Eigenvektor zugehdrige Eigenwert

Die Berechnung der Eigenwertey, | 5, ...., |k ist z.B. mit demCharakteristischen
Polynomder Matrix méglich:
a,-/ &, .. &,
. a a,-/ .. a
P(/)=Det(A- / (E) = a Tz 2n
Ay Ay, e Qg - /

Bei n=2 ist P(/) :‘ a,-/ a,

1 22'/

‘ = (ay-1)(ay-1)-aya,

Nach dem Ausmublizieren der Klammern und einer kleinen Umordnung entsteht hier eine
guadratische Gleichung, deren Lésungen man mit-deFgrmel oder der Mitternachtsformel
finden kann. Die beiden Losungen sind die gesuchten Eigenwerte.

Zahlenbeispiel aus der Mathemé#schen Statistik

Die Graphik rechts zeigt die Ho6henlinien einer
dimensionalen Dichteverteilung. Die kleinste Ellij
im Zentrum markiert den Gipfel. Zu den Randern
fallt die Dichte ab. Der allgemeine Fall ist eine
dimensionale Verteilung (nichekhenbar).
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Diepdi mensi onal e vekt,gf.i.ey¥) eilBtGorhalyerteilt, wean de
Dichte die folgende Form hat (zur Erinnerung: das Apostroph hei3tramsponiert d.h.
Zeile statt Spalte) :

1 -1
f(YYoreY,) = ———= o W2y st (y- )
(20)" /I8

mo =m, Iy, ..., mp ) ist der Vektor der p Mittelwerte der p Datenspalten der (n, p)
Datenmatrix. mit n Zeilen zu n Probanden oder Patienten.

Aus Grinden der Ubersichtlichkeit wird diovarianzmatrix S hier nur fir p=2
dargestellt. Die Erweiterurguf hbhere pNerte lasst sich leicht ableiten.

i S(yﬂ - )71)2 S(yli - yl)(yzi - yz)

S= é% 2
n- 1%()/2 - yz)()ﬁi : 371) S(yzi - yz)

-O00

Jede Summatiors in der Matrix erfolgt Gber alle n Patienten (i=1, 2, ..., n). Leider ist hier
die Matrixbezeichnung und das Summenzeichen identisch, sorry!

|S| in der Dichtefunktion f(y, y», ....., ) ist die Determinante der Kovarianzmat&x
Die Dichtefunktion ist im limensionalel f

Fall (p=2) ein Berg mit elliptische

Hohenlinien. Die meisten Patientenda

liegen beim Durchschnitt (Mittelwert). Na

aul3en werden es weniger. 1)

(y

Im 3-dimensionalen Fall kann man sich ein Ei vorstellen, das im Zentrum fest ist und nach
aulBen immer weicher und pordser wird. Bei noch hodherer Dimension versagt unsere

Vorstellung, nicht aber der Foefapparat. Dr. Gmyrek aus Berlin hat 20 Neugeborene
gewogen und gemessen. Das Gewicht isdi Lange ist ¥ Die Mittelwerte und die
Kovarianzmatrix sind:

Mittelwertvektor _ 43509 Kg
(Schéatzungvon ) y= ?515 @cm

Ko varianzmatrix 40,2137 08239
(SchatzungvonS) - ? 0823 489 O

Das Charakteristische Polynom ist | P£ (0,2137 | ) (4,89 | ) - 0,823

oder | 2 - 51037l + 0,3676

Die Wurzeln sind | ;=5,0308 und | 2=0,0730

Die zugehoérigen Eigenvektorengzaxug und 2=ax12§ erhalt man aus der
C” 1+ C2 2~

Eigenwertgleichung AX'=/ &X
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502317 082333 . & ;
2 e 85 03065 ™M

far 1
?0,823 4,89 @?xzl+ S,y '

DO

d.h. 0,2137 %1+ 0,823 %1 =5,0306 x1
0,823 X1+4,89 %1=5,0306 %1

Wir miussen das kleine Gleichusgystem l6sen. Da unser Eigenvekf@runnormiert sein
darf, setzen wir willktirlich ¥ = 1. Die obere Gleichung gibt dann

0,2317 + 0,823 % = 5,0306

10 §

_5,0306- 0,2137
,8528@

bzw. Xy 0823

=58528  und damit %:%5
¢

Wichtig an unserem Eigenvektor ist nicht dignige (Norm), sondern die Richtung, die durch
die relative Lange der beiden Komponenten und durch deren Vorzeichen vorgegeben wird.
Bei Benutzung der unteren Gleichung kommt tbrigens exakt derselbe Eigenvektor heraus.

Jetzt der zweite Eigenvekt&‘z. Die Eigenwertgleichung liefert wieder zwei Gleichungen:

0,2137 %, + 0,823 %,=0,0730 x»
0,823 x2+4,89 %,=0,0730 %

Auch hier reicht es, eine der beiden Gleichungen zu I6sen. Wir sgtzed x

0,2317 + 0,823 %=0,0730

10 @

_0,0730- 0,2137
0,1709§

0,823

gibt X5y =- 01709  unddamit )% =%
&

Wir haben jetzt die Richtungen der beiden Achsen der Korrelationsellipse. Wir machen die
Achsen am Mittelwert fest. Jetzt mochten wir eine bestimmte Ellipse als Hohenlinie der
Dichteverteilung zeichnen. Mdglich warenvetfolgende Vorgehensweisen:
- Wir zeichnen eine Ellipse zur konstanten Dichte K, d.h.,1f(y,) =K
- Die Ellipse, in der 95% aller Einzelobjekte erwartet werden, die sogenannte
Konfidenzellipse der Einzelwerte
- Die Ellipse, in der mit 95% Wahrscheirtikeit das wahre Mittehd =m, 13 )
erwartet wird, d.h., die Konfidenzellipse flr das wahre Mittel der Population

Wir wahlen hier die Konfidenzellipse fur das wahre Mittel der Population. Die ist nach
Ahrens & Lauter

(n' p)n o)i o1 o) —
-y)'S -y)=F
(n _ 1) p (y y) (y y) p,n-p,a
. ay, o . : . _, ay,0 .
Dabei sind y=g " § die gesuchten Ellipsenkoordinaten ur)d:% g der Mittelpunkt.
Y2~ cY2+



F,.n p.aiSt Sicherheitspunkt der-¥erteilung von Fisher mit den Freiheitsgraden; EGp

und FG = n- p und der Irrtumswahrscheinlichked (meist 5%oder 0,05). Den Wert
findet man in vielen Statistikblchern, im Skript Biomedizinische Statistik oder man berechnet
ihn in Excel mit der Statistikfunktion FVERT. Dort findet man fur die aktuellen Zahlen n=20
und p=2

F = F2 18 005= 3,55

p.n-p,a

Die inverse MatrixS® berechnen wir aus der Kovarianzmattxk nach der Cr amer
Regel.

40,2137 082335 . . . 5
=g g mit der Determinante Det (S) = 0,218891 0,823 = 0,3676
c 0823 489 =

Wir I6sen die beiden Gleichungssysteme

o}

und erhalten die Spalten der inversen Matrix S :%Zﬂ Zl?g
G4 Z,,Z

22 =

Nach der Vorgehenswei se der Cramer 6schen R
Gleichungssysteme in die Matri® ein uind berechnen die Determinanten:

a1 0,823p )

Det%L 38:4,89 und damit 12=4,89/0,3676 = 13,302
¢ 4892
a0,2137 1o )

Det@0 g=- 0,823 und damit -2=-0,823/0,3676 = 2,2398
¢ 823 0=
30 0,823p .

Det% 382- 0,823 und damit 12=-0,823/0,3676 = 2,2398
¢ 4892
30,2317 06 )

Det@0 §=0,2137 und damit 2=0,2137/0,3676 = 0,5813
¢ 823 12

Da der FaktorK = ((n - S)n = 112%0 =9,4737 laut Ahrens & Lauter immer wieder auftritt,

n-1p

multiplizieren vir ihn gleich in die inverse Matri>xS'* mit hinein und erhalten die Matrix

L, _A12602 - 21213

KB 8
¢ 2121 5507 =
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P: liegt auf der Ellipse und auf dem Strahl, xl.h. auf de ¥
Richtung des ersten Eigenvektors. llegt ebenfalls auf de

Ellipse, aber auf dem Strahb,xd.h. auf der Richtung d¢ P
zweiten Eigenvektors. Um Rechenarbeit zu sparen, ver X
wir das Ellipsenmittel zum Ursprungy'= (0.0 , 0.0) 40 > V1

Die Gleichung von Ahrens & Lauter wird dann einfacher undefanun y'K S*'y=355
oder ausfuhrlicher geschrieben

812602 - 212158Y, &
B9 : 2121 5507 8%18:3’55
¢ 507 Y, =

Das ist eine Ellipsengleichung, die die Kontur der Ellipse festlegt. Nur solche Kombinationen
(Punktkoordinaten) von (1Y, y2 ) sind zugelassen, die déiert 3,55 ergeben. Zum
Zeichnen reicht es uns, wenn wir die versetzten Punktkoordinaten der beiden Runkie P

P, berechnen. Im PC kénnte man naturlich weit mehr Punkte berechnen lassen.

Wir versuchen also zuerst die Koordina(ga Y2 ) von Punk P; zu berechnen.
Auf dem Strahl x gilt wegen >(<: % 8@ die Beziehung = 5,85280/,

oder y=kO; mit k=5,8528 . Das ist eine Geradengleichung.

Eingesetzt in die Ellipsengleichung erhalten wir eine Gleichimgler nur nochy, als
Unbekannte auftritt.

812602 - 212133 Y, &, e on )
(v:.k Qﬁ)% 2121 5,507%%@—(3/102602 k1218, , - 2121@1+k65507@1)§y}{§

=y? A2602- kQ@121G477 - k@121G477 +k* B,507Q; =355
Wir l16sen diese Gleichung nagff auf und erhalten mit k = 5,8528 von oben

> _ 355 355

i = > =0,05347 oder y=0,2312
12602- 2k @1,21+k C5507 66,397

Koordinate y ist die Verriickung des Punktegrach rechts.
Fur y gilt v =k =1,3534 gemaR obiger Geradengleichung des Einheitsve?@tors
Damit haben wir die beiden Koordinaten des Punkiegfinden.

Wir versuchen jetzt die Koordinaten(,yy. ) von Punkt Pzu berechnen.

s 1 g .
Auf dem Strahl xgilt wegen X, =25 8§ die Beziehung = - 0,1708%y:
£ 01708

oder y=kOn mit k=-0,1708.
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Da sich nur k geandert hat, kdnnen wir dieseGleichung y,=......... wie oben benutzen,
mussen nur das neue k einsetzen. Wir erhalten

,_ 355

i =
13343

Damit haben wir auch die Koordinaten von Pumnkt

=0,0266 oder y=0,163 undmit = -0,17080; =-0,0278.

Um die Ellipse am richtigen Ort zeichnen zu kénnen, machen wir die
Koordinatenverschiebung riickgangig, d.h., wir addieren zu beiden Punktkoordinaten wieder
den Mittelpunkt und erhalten so die endgultigen Koordinaten yomd R:

5 _&3509+0,23125 43744 5 _43509+01635 4367 &
! ?515“_3534 @ 5%2,85§ 2 é%],s- 0,0278§ {;@147@
A Lange P
52,0
51,5
50,5__ 2l
50,01

. Gewic

| | | Gewicht
30 35140 > 30 35 2

Mit den 3 PunktenY= Mittelpunkt,| Vorsicht bei ungleichen Maf3staben fiy ynd ys (hier
P1 und B kann man die Ellipse sch¢L&dnge und Gewicht). Die Achsen haben eine 1
recht gut zeichnen und positionier{ Richtung (fette Linien), da ja im Bild die Gewich
In dieser Ellipse musste sich mit 95 achse machtig gestreckt wurde. Aber die ng
Wahrscheinlichkeit d a s A|Achsen stimme nicht mehr mit den gewohnt
Populationsmittemii b e f i n (Ellipsenachsen tGberein (gestrichelte Linien)

Merke: Es gibt Programme, die Eigenwerte und Eigenvektoren berechnen, z.B. das Jakobi
Verfahren
12. Funktionen mehrerer Veranderlicher

12.1 Einfuhrung

Die beiden Funktionenf(x) oder f(t) sind beides Funktionen einer Verénderlichen.
Die Funktionen f(x, t) oder g(x, Yy, z) sind Funktionen mehrerer Veranderlicher.

Darstellungsarten

Die 3-D-lllusion zeigt eine Funktion z= f(x,)
mit zwei Veranderlichen als gebogene bd
Uber der Ebene, die die beiden Veranderlig
x und y aufspannen. Man bekommt €
raumliche Vorstellung.
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Die 2-D-Parameterdarstellung zeigt die
Funktion als  Kurvenschar einfach
Funktionen Uber x. Die zweite Veranderlic
y, wurde zum Parameter degradiert. Nur
bestimmte ausgewahlte-Werte erscheine
Kurven.

Darstellung mit H6henlinien: Man schau
von oben auf die y-Ebene, auf der d
Funktion z = f(x,y) definiert ist. Die Linie
gleicher Hohe werden dargestellt. D
erinnert an Landkarten, wo ebenso verfal
wird.

Skalare Felder

Skalare Felder sind Funktionen auf einer Ebene oder im Raum

Temperatur ~ werden als  Hohenlini 80°
gezeichnet. Links unten am Blech s 90°C
offensichtlich die Warmequelle.

\
v

Auf einem Blech wird ein 3y-Koordi- 70° 60°8  50°C )
natensystem gedacht. Die Liniegleicher

\ Y

Konzentrationsverteilung K(z) in eine
Tank. Eigentlich misste es K(X, y, z) heil?
aber in x bzw. yRichturg andert sich hie
die Konzentration nicht. Jede Schi

(gestrichelte Hohe) hat ihre Konzentrati y
Der Salzgehalt sinkt mit der Hohe z. ] y
Vektorfelder

Jedem Ebenenpunkt bzw. jedem Raumpunkt ist eine Vektor zugeordnet. Hior Yak
Lange und Richtung, und wird meist durch einen Pfeil dargestellt.

a) Stromung in einem Rohr: Am Rand a) b)

die Strémung durch die Reibu @

geringer. Im Zentrum ist sie 4 —Vy» >

groften. c) Last —"V_;’ A
b) Windkarte v(x, y) “p —» A
c) Kraft bzw. Dehnung im Material A

Rein mathematisches Beispiel eines Vektorfeldes in einer Ebene (ohne sinnvolle
Anwendung). Die Lange (und das Vorzeichen) jeder der beiden KomponeptandAA,
wird getrennt durc\rj eine Formel vorgegeben. Fir jeden beliebigen Punklydebene last

sich so ein VektorA berechnen
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Aley)=(n.a)=2 L X

Beispiel fur 2 Punkte

o

C a 4 Q A

Al1,2 0=(1.78,045 y

128t 8-804 .

G o &1 13 1

Al l)=ae 0.71,0.71 1T :

( ) (;\/1+1 V1+1+ ( ) | | |

2 13
Komponente Azeigt nach rechts, Anach oben.

Spezielle Vektorfelder
Homogenes Vektorfeld K\(x, y):(KX,Ky), a) v ¥ b
d.h. alle Vektoren sehen gleich a v v
Radialsymmetrisches Vektorfeld Ead

K(r):f(r), d.h., die Vektoren zeigen a
nach auf3en (bzw. innen). lhrénge ist f(r).

Zylindrisches Vektorfeld A(r) = f(r), d.h.,
die Vektoren sind Tangenten mit Lange f(r

Koordinatensysteme der Ebene

Polarkoordinatera A Kartesische Koordinaten

r=4x*+y? x = rxos @)

a=arctan(y/x) !l y = 1Gsin @)

(""" Wenn x<0, danp oder 180° zwa addieren)

Koordinatensysteme im Raum

Kugelkoordinatera A Kartessche Koordinaten

r = Radius X,y,z
f = Meridian (Langengrad)
g = Polwinkel (Breitengrad)

(Hier wurde die negative-fichse gezeichnet)

r= /X2+y2+22

f =arctan(y/x) M

x =r(os(q) Qos (f )
y =ros(q) Gin (f

(""" Wenn x<0, danmp oder 180° zwa addieren)

2C

)

v><




o]
g= arctaﬁJe g z=rGin(q)

QX +y?

Vorsicht! Manchmal wird ein anderes Koordinatensystem benutzt, bei defwidkelg von
der zAchse (vom Pol) aus gezahlt wird. Damit dndern sich die Formeln. Manche Autoren
nehmen auch den arcsin statt des arctan. Auch das andert die Formeln.

Zylinderkoordinaten

Zylinderkoordinateraa A Kartesische Koordinaten Za =)
r=yx*+y? x = rCcos ) r
f =arctan(y/x) y = 1Gin (f) z
y
(""" Wenn x<0, danp oder 180° zwa addieren)
X
Z=2Z 7=7 0 X >

Bei der Auswahl des geeigneten Koordinatensystems spielen viele Faktoren eine Rolle. Das
Hauptprinzip ist jedoch, dass Berechnungen mdglichst einfach werden. So muss es nicht
unbedingt sein, dass ein kugelformiger Tank mit Kugelkoordmbaeschrieben wird, sondern
manchmal sind die Zylinderkoordinaten sogar ginstiger, usw.

Das bewegliche Dreibein
Das bewegliche Dreibein wird von den Komponenten eines Vektors aufgespannt, dessen

Startpunkt Po mal hier, mal da liegt. Beispiel Erde: Unard-OstobenDreibein zeigt in
Europa in eine andere Richtung, als in Amerika. Zudem dreht es sich mit der Erde mit.

Bei Kartesischen Koordinatenbehalt das Dreibein seit

Raumrichtung. Ein VektorA wird im Punkt Po in

dieselben drei Komponenten zetlaegie im Ursprung O.
A=Ax+Ay + Az

Bei Kugelkoordinaten dreht sich da
Dreibein nach den beiden Winke
f (Drehung um die -Achse) undg (Winkel
von r zur xy-Ebene). Komponente Ar lie
auf dem Radius r. Aliegt in f -Drehrichtung
Ag in q Drehrichtung. Alle dre
Komponenten Ar, A Ay stehen imme
senkrecht aufeinander A = Ar+ As +Aq

v
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Bei Zylinderkoordinaten dreht sich das
Dreibein um die ZAchse. A liegtinf-
Drehrichtung, Ar liegt auf dem Radius r.
Beide KomponentenAund Ar sind parallel
zur xy-Ebene. Komponente Az steht
senkrecht in Richtung. Fur VektoA gilt

A = Ar+ As +Az

Achtung: Wir durfen die Komponenten eines Vektors, z.B. Ar, Ay bei Kugelkoordinaten,
nicht mit den Achseneinheitsvektoren, z.B. &, &, g verwechseln. Die
Achseneinheitsvektorer, e; zeigen z.B. immem die positive Drehrichtung der Winkeél
undqg, & immer in die Verlangerungsrichtung des Radius Die KomponeAterAs, Aq
eines Vektors A konnen jedoch positiv oder negativ sein, d.h. gleiche Richtung oder
entgegengesetzte Richtung wie die Aatminheitsvektoren haben. Zudem ist die Lange der
Achseneinheitsvektoren auf normiert, wahrend Vektorkomponenten beliebige positive oder
negative Werte annehmen konnen.

Beispiel Umrechnung eines Vektors von Zylinderkoordinaten auf Kartesische
Koordinaten

K:(A A AZ): A é,’ + A (i; +A, Q&; ist der VektorA in Zylindereinheitsvektoren

e, &, € bilden das bewegliche Achseneinheitsvektdbeaibein. In kartesischen
Koordinaten ausgedriickt sind die drei Achseneinheitsvektoren (Zeichnung anschauen!!)

e =(cos(f),sin(f), 0)= cosf)Q+sin(f)Cy+00C,
g =(-sin(f),cos(f), 0)= -sin(f)C+cos(f)C+0C,
e=( 0 , 0 ,1L)= G + 0oy +1C
Damit wird Vektor A, wenn wir die letzten drei Formeln oben einsetze
A = A (cos (f ) G+ sin (f )Gy ) + Ar (sin (f ) G+ cos (f ) Gyy) + A, (1Ce,)
Wir ordnen die Komponenten naeh, g, , e, und erhalten
A = (Arcos (f )-Arsin(f))Gx + (Asin(f)+Arcos(f))Cy + A G

oder unter Weglassung der Einheitsvektoren in der einfachen Komponentenschreibweise
geklammert und durch Kommas getrennt:

A = (Acos(f)-Aisin(f)) , (Asin(f)+Arcos(f)) , A )

oder kurz
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12.2 Partielle Ableitungen einer Funktion mehrerer Veranderlicher

Die partielle Ableitung liefert den Anstieg einer Tangente an einer Funktion im Punkt P in
einer bestimmten Richtung.

Beispiel: Sie stehen auf dem Feldberg im Punkt P und gehen in Ostricht&igh{Mng).

Geht es aufwarts in dieser Richtung, ist die partielle Ableityrig fliesem Punkt positiv.
Gehen Sie vom selben Punkt in Nordrichtung und geht es da abwarts, dann ist die partielle
Ableitung f, in diesem Punkt negativ.

Die partiellen Differenzial und Differenzenquotienten einer Funktion z = f(x,y) sind

(oMY o Imo f(x+Dxy)- f(x,y)
* X Dx- O Dx

¢ Oy o imo f(xy+Dy)- fx.y)
w  Dy- 0 Dy

Das praktische Differenzieren einer Funktion erfolgt auf genau die gleiche Art und Weise,
wie bei den gewohnlichen Funktionen einer Veranderliclmem, dass man die jeweils
andere Variable, nach der gerade nicht differemiert wird, wie eine Konstante
behandelt

Beispiel: f(x, y):% fur (x,y), (0,0
X“+y
fooUv-uv 2yC'§><2 + yz)- 2xy@x
Cv b +y?f

Hier wurde y beim Differenzieren nach x wie eine Konstante behandelt ( y = Konstante)

Die Tangentialebene

Man denke sich eine Pappe an einen Punlgt gk
der gewolbten Funktion f(x,y) gedrickt. [
Gleichung der Tangentialebene ist dann:

Z = f(Xo,Yo) + A (X-Xo) + B (Y-Yo)
= f(Xo,y0) + fx (X-Xo) + fy (Y-Yo)

A=f, und B =f, sind die Richtungsanstiege

Z =1(Xo, Yo) Ist der Funktionswert im Beruhrungspunkt
A=fy ist die partielle xAbleitung im Punkt (¥, Yo)
B=fy ist die partielle yAbleitung im Punkt (¥, Yo)
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Die Tangentialebene &mpricht der Tangente an eine Kurve im Fall einer Funktion mit nur
einer Veranderlichen. Die Tangentialebene ist auch die Taylorreihenentwicklung der Funktion
f(x,y) bis zum linearen Glied, und spielt damit eine wichtige Rolle in vielen Disziplinen.

Hohere partielle Ableitungen

f, = W (%, y) ist der Anstieg in 3xRichtung
pX
_ (% Y) . S
f, = ist der Anstieg in yRichtung
Ky
2 o ~
f,= H f()z(’ ) :ﬁgg (x y)8 ist die Krimmung in »Richtung
HX IXe KX =+
2 o ~
f, = M :ﬁ?émg ist die Krummung in yRichtung
Ky Wwe WY =+
f =Hg (x y)8:£ f, ist die xAnstiegsanderung in-Richtung
We KX = Wy
fy :ﬁgéwgzﬁ f, ist die yAnstiegsanderung in-Richtung
IXc™ WY+ X
Zumeist gilt fy,=f,,. Beim Lesen der Indexkette, z.

links, d.h., zuerst partiell nack ableiten, dann nach vy .
Beispiel f(x,y) =2 y2i xy+(x?/2)

fX:-y+X fyX:-l
beide gleich

Totales Differenzial

Die Anderung des Funktionswertes dz bei Fortschreiten im Raum (x,y) um die kleine
vektorielle Streckedr~ heif3t Totales Differenzial unsbielt eine wichtige Rolle, z.B. in der
Thermodynamik. Die Anderung dz wird so berechnet, als schreite man vom PunkpyB)=f(x
auf der Tangentialebene ( Uber dem Schrittchen dr auf-gidEbene) bis zum Punkt Z
voran. Dannist dz der H6hengewinonvPunkt Z bezogen auf den Ausgangspunkt P.

Schritt im Raum:  dr’= dx@i +dyC§’y

Totales Differenzial: dz= —szx+£®iy= f,dx+ f dy
pX My
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Kettenregel 1 fur mittelbare Funktionen

Problem: Ein Punkt bewegt sich auf einer Balme, deren Koordinaten auf detyxEbene
durch die Funktionen x = x(t) und y = y(t) gegeben sind.

Die GroBe t heifst Parameter und konnte z.B| 7 .
Zeit sein oder die zurlickgelegte Wegstrecke,
der Punkt schon unterwegs ist. Auf3erdem ist
Gelandeprofil als Funktion z = f(X,y) gegebe
Gesucht ist der Anstieg pro Parameterschritt
Kettenregel 1 lautet:

dz_if dx f dy
dt px dt py dt

Kettenregel 2 fur mittelbare Funktionen

Problem: EinPunkt bewege sich auf einer Ba
z.B. einer Kreisbahn, die am leichtesten
Polarkoordinaten beschrieben werden kann.
Gelandeprofil  z = f(x,y) sei aber in eing
anderen Koordinatensystem beschrieben, z.E
Kartesischen Koordinaten x und y. Gesusind
die partiellen  Ableitungen nach d
Bahnkoordinaten (z.B. Polarkoordinaten r dnd

Beispiel: x =x(r,f) = rCos (f) r = Bahnradius
y =y (r,f) =rGin(f) f = Winkel
Gegeben ist das Gelandeprofil z = f(x,y), gesucht sind die Anderungen von-Riciriung

(radiale Abkitung) und inf -Richtung (tangentiale Ableitung). Kettenregel 2 lautet in diesem
Fall:

K _ WX + Wy Anderungen von z inRichtung (radiale Ableitung)
HOpX I py

o o + oy Anderungen von z irf -Richtung (tangentiale Ableitung)
Woooxpf oy pf

Beigpiel: Kreisbahn im Abstand r = 0,8 [m] um den Koordinatenursprung im Gelandeprofil
z=x%+y ebenfalls in Meter Der Radius r ist konstant, Winkeéindert sich. Gesucht ist
der Anstieg pz/pf mit z = x> +y.

u_“]f - %% " %w‘ﬂ = 26 1 Gin(f))+10 Godf)

Bei einem aktuellen Winkel voif = 30° finden wir:



pz/ pf = 20 Gos(30°) (- rOsin(30°)) + Ocos (30°)
oder
wz/ pf = 200,800,866 (- 0,8D,5) + 0,§D,866 = 0,138 [m/Rad]

Falls wir den Anstig pro Grad wiinschen, dann das Ergebnis mit  p80rultiplizieren.

Kettenregel 2 ist natlrlich auch bei anderen Kombinationen von Koordinatensystemen

anwendbar, muss aber sinngemal abgewandelt werden.

12.3 Der Gradient

So heil3t der Vektor, der im R oder auf der Ebene die Richtung des starksten Anstiegs
einer Funktion f(x,y) bzw. f(x,y,z) anzeigt, und dessen Komponenten gerade die GroRe der
partiellen Ableitungen haben. Der Gradient andert sich fur gewohnlich von Punkt zu Punkt.

Schreibweiseffir den Gradienten sind:

X

of =g g=(r. 1) =(1, 1)=& G

X

-I-OﬁOl

y

BB

Das ZeichenD wi r d ANabl amdf gespnnth FANabl a
der Funktion, dann bleibt der Differenzialoperatd¥abla oder grad genannt, tbrig.

b= ﬁc‘% + ﬁ&% + ﬁ@% Bei Kartesischen Koordinaten x,y,z im Raum
HX Ky Kz
E):ﬁc'g +£c‘§, +£C§f7 Bei Kugelkoordinaten f, , ingRaum
pr W Hg
Richtungsableitung

Tr e

Als Richtungsableitung ,fbezeichnet man die Projektion des Gradienten auf eine beliebige
Richtung U, die durch diesen Vektar vorgegeben wird. Die Projektion eines Vektors auf
eine Richtung berechnet man aus dem Skalarprodukt des Gradienten mit dem Einheitsvektor
|

€,.

Beispiel: Gegebenidti e ALandschaft ifixy+(x?/2)

Gesucht ist zuerst der Gradient im Punkg ,(06) = (1 , 2)

Bf =(- y+x , 4y- x) = (- 2+1, 4¢-1)

(-1,7)=-1@&+7@, = 2
%

Gesucht ist jetzt die Richtungsableitung y A u
Himmelsrichtung NNO, d. h. eine Richtung mit ein  [Norden]
Winkel von 67,5° gegen die-Richtung (Osten). (In de 67,5°

Seefahrt und Luftfahrt wird dagegen rechts herum ge

und bei Nord=0° begonnen.) p X [Ost]
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Der Richtungsvektoti hat demnach die beiden Komponenten

U'=cog675 )@, +sin(675 )@, = (0.3827 , 0.9239)

Der Einheitsvektoréu' =lﬁ’/| lﬂ in u-Richtung ist hier identisch mit VektaF, da dieser schon

die normierte Lange 1 hat, wie man leicht nachprufen ka!dﬂ;38272 +0,9239% =1

ar by @C =(-1, 7)@0.3827 , 09239 = - 1M,3827+ 7(®9239 = 6,08

u

Um diesen Betrag wirde sich die Hbhe z  &ndern, ginge man eine Langeneinheit vom
Punkt (x=1 , y=2) auf deryEbene in Richtung u auf der Tangentialebene.

Der Einheitsvektor in Gradientenrichtung

Man dividiert den Gradienten durch seil®rm und erhalt einen Einheitsvektor mit der
Lange 1 und der Richtung des Gradienten:

] 0
! T o (- 0.1414 , 0.9899

&
sy e

2B

Die Lange (Norm) des Gradienten ist bei unserem Beispi@fl | = /(- 1)° + 7> =7,07

Keine Richtungsableitung kann grof3er sein, da ja der &radnit seiner Norm die
hdchstmdgliche Ableitung in einem Punkt (x,y) angibt. Um diesen Betrag 7,07 wiurde sich
die Hbhe z &ndern, ginge man eine Langeneinheit vom Punkt (x=1 , y=2) aykder x
Ebene in Richtung des Gradienten.

Der Gradient in einer dimensionsbehafteten Ebene(Beispiel Anodische Oxydation)

Bei der Anodischen Oxidation wird Strom durch Abwasser geleitet. Man baut so schwer
abbaubare Substanzen ab. Die Prozesskosten werden hauptsachlich von den Stromkosten und
der Anodenflabe (teures Material) bestimmt. Ein Diplomand machte mit verschiedenen
Stromstarken und unterschiedlich gro3en Anodenblechen Versuche. Zu jeder Kombination
sind die Prozesskosten zur Aufreinigung von f][Abwasser bekannt. Mit dem Programm
multiple Regrssion von Excel wurde dann eine Kostenfunktion K (i, A) durch die
Datenpunkte gelegt. Die Funktion ist demnach Uber eingrEkene definiert. Die
Skaleneinteilung in mm ist ebenfalls angegeben, da sie die Darstellung maldgeblich
beeinflusst:

Stromstéke i [mA] wurde als xVariable gewéahlt mit 1 [mA{@B4 [mm]
Anodenfliche A[cri] wurde als Wariable gewabhlt. mit 1 [¢th @0,6 [mm]
Kosten K [Eu] wurden zur 2Variablen

Excel lieferte auf Grund der gemessenen eDatund berechneten Kosten folgende
Kostenfunktion:
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K [Eu] =-29,16 [Eu] + 3,355 [Eu/mAj+ 0,147 [Eu/cnf] @ - 0,00884 [Eu/(mATm )] &D

Die Aufgabe war es, den Gradienten im Punkt i = 12,2 [mA] und A = 2572 fum
zeichnen. Das besondere Problem bei dieser Aufgabe bestand darin, die sehr
unterschiedlichen Grél3en (Stromstarken lagen etwa bei 12 mAnd@enflachen etwa bei

280 cnf ) maRstabsmaRig zu verarbeiten. Die beiden Achsen kénnen nicht gleich skaliert
werden und damit verzerrt sich die Gradientenrichtung.

Die beiden Komponenten des Gradienten sind die partiellen Ableitungen von K(i,A) :

KK~ 3355- 0,008840A =1,0795 Eu/ mA|
i

% = 0147- 0,00884% = 0,039154Eu/ o

Jetzt erfolgt die Umrechnung auf die Zeichenmal3stéabe der zwei Achsen x und y:

WK K di 8Eug,.1 emA 8Eug N
= =107958:—0— ~—~=0,03 in X-Richtun
UX  piodx 1 &mAY 34 &mm 1Smmlfl g
LK K dA SEug.1 écnfo eEug .

— =——=0,03915 y=0,085:—; iny-Richtung
by pAdy 25cr7r12H 06EmmY~ T Emmi

Da ein Euro/mm als graphische L&ngicht definiert ist, legen wir einfach willkirlich eine
Skalierungskonstante fur die Grée Eu/mm fest:

K =10008_MM_ - M1* 2

eEu/mm Eu H

Die graphischen Langen der Komponenteru@d G, unseres Gradientenvektors kdnnen wir
nunmehr sowohl in JRichtung als aut in y-Richtung in mm (oder wenn man will, in
Bildschirmpixeln) angeben, d.h., wir kbnnen den Gradientenpfeil endlich zeichnen.

308 y[cm]  Hohenlinie
G, =0 oslg Eu ‘é‘cnooog—mmz{ij 31mn] ) Stmm R
Mim AN
Gradient
eEug. . émntg (\\
G, =0, 0658 Hc1oooe—u 65[mn] .

X [m.
I 14 k

Zur Minimierung der Kosten nas man natirlich genau entgegengesetzt zum Gradienten
gehen, denn dieser zeigt ja in die Richtung des starksten Kostenaridge@iadient steht
immer senkrecht auf der Héhenlinie, auf der er berechnet wird.
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12.4 Partielle Differenziation und Thermodynamik

Fur z.B. ein Mol eines chemisch stabilen Gases sind Temperatur T, Druck p und Volumen V
die Zustandsvariablen.

a-= 1 V8 hei3t isobarer Ausdehnungskoeffizient
VO QHT ;p:konst
b= 1a 8 hei3t isochorer Spannungskoeffizient
pO QHT ~V =konst
g=- 1%8 heil3t isotherme Kompressibilitat
V Q ;T = konst

Nur 2 Zustandsvariable sind unabhangig, da z.B. fur ideale Gase gilt

p_mC"R('T
V

mit  m = Molzahl und R = Gaskonstante

Die Gesamtenergie U enthalt Warmend mechanische Erge. Wir kénnen jetzt
willkdirlich zwei der drei moglichen Zustandsvariablen auswéhlen, z.B. T und V und die
Energie U als Funktion der beiden ZustandsgroRen auffassen, d.h. U=U(T,V)
schreiben. Damit ist das Totale Differenzial von U

(12.41) du =Y 8t + FY Sqv
cHT + CHV +

Eine Anderung dU von U kann als Anderung dQ der Warmeenergie und/oder als
Anderung dA der mechanischen Energie erfolgen.

(12.42)  dU=dQ +dA

Mechanische Energie ist hier bei den Gasen A% g.h. Druck mal Volumen. Die Andeng
der mechanischen Energie dA ist, da e@@ipvhicht auftritt (p ist nicht Zustandsvariable):

(12.4.3) dA = -p Odv
[J=Nm] [Pa=N/mi] [m?

Das negative Vorzeichen entsteht dadurch, dass bei einer positiven Volumenanderung dV
vom Gas Arbeit geleistet wird, die ihm verloren geht. Wir lI6sen GI. (12.4.2) nach dQ auf
und erhaken

dQ = duU- dA oder dQ = dU + Vv

Mit Carnotods Definition der Entropie@@nderung
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_dU + palv

12.4.4 ds
( ) =

(Nicolas Léonard Sadi Carnot 179632)

Ein abgeschlossenes System iseinen festen Kasten mit konstantem Volumen eingesperrt,
aus dem keine Energie heraus und keine hinein kann, d.h. es gilt V = konst und U = konst.
Diese beiden Konstanten bestimmen die Maximalentropie bzw. Gesamtentropie S des
Systems, die sich naaimd nach einstellt, d.h. S hangt von U und V ab, oder anders
ausgedrtckt, S ist eine Funktonvon U und V ( S=S(U,V ). Rein formal ist das
Totale Differenzial dS der Entropie dann

(1245  ds=5>8u + BY Sy
clU = CHV =+

Vergleichen wir dieses Totale Differenzial mit Gl. (12.4.4), dann erhalten wir die
Beziehungen

o ~

(1245 458 und
chU =

1 _b
T qu +U =konst T

13. Mehrfachintegrale

13.1 Einfiihrung

Wir stellen uns einen Quader vor mit Material, deg
Dichte r von Ot zu Ort schwankt, d.h., eine Funkti
r (x,y,z) ist. Nach Riemann denken wir uns den Qu
in kleine Volumenelemente dV zerlegt, in denen wir
Dichte als einigermalRen konstant annehmen kénnel

Die Masse destien Volumen&ments ist dann dMr (xi, Vi, z ) GV

Die Summe aller Massen dMergibt dann annahernd die Gesamtmasse M. Geht man zu
infinitesimal kleinen Volumenelementen uber, erhdlt man das Mehrfachintegral, sozusagen
die exakte Losung.

lim N o -
M=, 8 r(y.z)ox®y®z = f{ f(fiy.2)dxdydz
i=1

\% \% dv
13.1 Konstante Integrationsgrenzen

Dies ist der einfachste Fall. Die entsprechenden Korper sind im Falle der
Kartesischen Koordinaten a A de Quader

Zylinderkoordinaten a A der Zylinder, Zylindrische Ringe, Segmente
Kugelkoordinaten a A die Kugel, Kugelschalen, Segmente
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Beispiel CO-Masse in einem Luftquader.

(O¢x¢a mitAnstiegk zu
(O¢ychb) mitAnstiegkab
barometrisch ab

Die Dichte nehme in Ostrichtung
In Nordrichtung

Nach oben (0¢zc¢H)

(ro+k1x- k, y) e ?*dxdydz

o:lm

b
n
0

o:lI

Wird z.B. zuerst Uber z integriert, dann werden die Variablen x und y wie Konstanten
behandelt, ahnlich wie in der piatlen Differenziation. Nach der Integration Uber z haben wir

AA- 472

ee
(ro+kix-k,y)&—q dxdy
a G

M =
&-

o:lm

und erhalten einen konstanten

Wor setzen die Grenzen 0 wund H fur z ein
Klammerausdruck, den wir, da er multiplikativ auftritt, vor das Integral ziehen dirfen:

b
a1l efg e Ve’
w=g- S8 ey ] o
C a xoé Uo

M_él_ e’"ge bx+k1bx2- k,b?xg"
é% a 8¢ 2 2 4

Wir setzen die Grenzen 0 und a fir x ein und erhalten die Formel fur die Masse:

M_é’ll g e klbaz_kzbzag
é% a @g’ 2 2 U

Produktzerlegung: Noch einfacher wird die Integration mit konstanten Grenzen, wenn der
Integrand sich als Produkt von Teilfunktionen schreiben lasst, wobei jede Teilfunktion nur

von einer der Veranderlichemlaangt, z.B. f(x,y,z) = g(x) Oh(y) Om(z). In diesem Falle
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wird das 3fachIntegral zum Produkt von drei einfachen Integralen, die wir einzeln
integrieren und die berechneten Zahlen dann multiplizieren

d f

b
ffifRf(xy z)dxdydz =

d f

g(x)dx O fjh(y)dy O fym(2)dz

m:lc

13.2 Integrieren auf einer Ebene mit Polarkoordinaten

Polarkoordinaten rf, a A Kartesische Koordinaten x )

r=x>+y’ x =rCos (f )

f =arctan (y/x) !l y=rGin (f)

(M Beix<0 zum Winkelp oder 180° addieren )

Ein Winkel f in Radiant is{ Ein Flachenelement dA b Polarkoordinaten:
das Verhéltnis von Bogelkartesischen Koordinaten| Kreisbogen = Radiu@/inkel,
strecke s zum Radius r, d.|ist Lange mal Breite, d.h. d.h Kreisbogen = €xif , und

f=s/r . damit das Flachenelement
dA = dxQly dA = r 6if @r

Radius

s dy =
poger | Lo \
S dx S~ dr

Beispiel: Auf einer Kreisscheibe mit Radius R nehme die Flachenbelegung mit Alunimium
Mikrogramm pro Quadratzentimeter vom Zentrum nach auf3en hin linear ab:
_, a r o enm o

r(r.f)=r % 0 g vl
Wie man sieht, hangt die Dichte nur vom Abstand r vom Zentrum ab und nicht vom
Winkel f, mit dem man das Zentrum umrundet. Der Radius der ScisiR = 12 cm. Die
Dichte im Zentrum istro = 800 jhg / cnf ]. Die Gesamtmasse M an Aluminium auf der
Scheibe ist das-fach-Integral tGber alle Flachenelemente dA =frdi, wobei Gber r und

Uber f integriert wird. Bei der ersten Integratiorerdiber den Winkelf von 0 bis p
wird r wie eine Konstante behandelt.

N ° - 2/7
oro@- -8

A —or(f dr
gog R+ Uo

Y& 1§
A7 @- —ordrdf =
0 g R+

M =

031’0
e ?

Wir multiplizieren das r , das vom Ausdruck fur das Flachenelement stammt, in den
Integranden hinein, und wir setzen in die eckige Klammer die Gnéhzand 2 ein und
erhalten die multiplikative Konstantg 2 die wir zusammen mit der Konstantef vor das
Integralzeichen ziehen kdnnen.
R
M = % e r
¢ R= R =

I %Ol

Q . 8
2p - 09dr = 2p0Cr, ﬁ% -
= 0 (;

vO?B QJO

O
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Die Integration Uber r ist wieder ein einfaches Integral. Wir erhalten:

R
e’ r’ag arR*> R’Q z
M=2pr, &=- = 2pro@®-—-—-8 = 2pr,——
p°e2 3Ry, p"gz 38 Plo g

Setzen wir die Zahlen R =12 cm ung= 800 jrg / cnf ] ein, erhalten wir die Alumasse:

M=2p800(12%/6) = 1206371fy] @0,12 g

13.3 Integration eines Zylinders mit Zylinderkoordinaten

Zylinderkoordinaten

Zylinderkoodinatena A Kartesische Koordinaten Za =)
r=yx*+y? x = rCros ) r
f =arctan(y/x) ! y = 1Gin (f) z
y
(""" Wenn x<0, danp oder 180° zwa addieren)
X
z=2 z2=27 0 X >
Das Volumenelement bei Zylinderkoordinaten ist ein kle r -
Ausschnitt aus einem Kreisring der Hohe dz, der Dick § dz
und der Lange @f (Wegen Bogen = Winkel mal Radi) Py dr

Das Volumenelemnt ist somit dV =rdf drdz

Beispiel: Masse der Schaumfiillung eines rotierend ausgeschaumten Zylinders

Durch die Zentrifugalkraft des rotierenden Zylinders ist
Schaum am Aufl3enmantel dichter als im Zentrum €n
Dichte rg = 72 [Kg/nT], im Zentrum r o = 6 [Kg/m®], Hohe
H = 0,3 [m], Radius R =0,12 [m]. Gesucht ist die Mass
der Schaumfillung.

Die Integration geht Uber die Variabldn r, z. mit den Grenzen ®f ¢ 2p, 0¢r¢ R, 0¢ z
¢ H. Die lineare Funktiorr «) ist, wie man leicht nachprifen kann mitr=0 und r=R,

Iy - ’0@8 _ 6+72-6

r(r)=§ero+ O =6+5500.
G

Die erste Integration fuhren wir wieder Gber dem Winkelaus, und auch hier kdnnen wir
das r aus dem Volumenelement zimegranden dazuschlagen

R 2p H R 2p
= A Fi(6+5500 )r df drdz = pfil(er+550r2)7] drdz
0 0 o 0

0
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Wir setzen die Grenzen 0 undp 2in die eckige Klammer ein und erhalten Fakt@rp
Diesen Faktor ziehen wir vor das Integral und integrieren anschliel3end tber r.

&6r2 550r3g H 46R?> 550R° @
M 2 neT+ 3 u dZ = 2p n% 2 + 3 8dZ
Uo oG -

Die runde Kammer ist eine Konstante. Wir kdnnen die Zahl ausrechnen mit R = 0,12 und
erhalten den Wert 0,36. Wir setzen diesen Wert statt der Klammer ein, und erhalten so als
Ergebnis der letzten Integration mit H = 0,3 die Schaummasse M im Zylinder:

H H
M =2p fj036dz = 2p[036C&] = 2p036H = 0678[Kg]
0

0

13.4 Integration mit Kugelkoordinaten

Kugelkoordinatera A Kartesische Koordinaten 7 P
;
r = Radius X,Y,Z
f = Meridian (LA4ngengrad)
q = Polwinkel (Breitengrad) /9 X
Ly i X >
(Hier wurde die negative-fichse gezeichnet) A
r=yx*+y?+z° x =ros(q) Gos (f )
f =arctan(y/x) !l y=r&os(q) Gin (f )

(" Wenn x<0, danp oder 180° zwa addieren)

o]
g= arctal"lae g z=rGin(q)

QX +y?

Man denkt sich die Kugel aus Schichten der Dicke
zusammengesetzt. Aus einer Kugelschicht schn
man das Volumenelement der Breitg df und der
Lange r d heraus (das r tritt immer weg
Bogenstrecke = Radius mal Winkeluf). Damit wird
das Volumenelement dV = gdr, df dr ung
wegen §=r cos () dV =r % cos@) dr df dq

Beispiel: Schatzungder Erdmasse

Die Erde ist nach den Vorschriften der Franzdsischen Revolution eine Kugel mit dem Umfang
40.000 Km. AuBen besteht die Erde fast nur aus Wasser ( Dichte 1°|[¢yrm 1000
[Kg/m?]). Im Zentrum sollen sich (entgegen der landlaufigen Meghibei uns die schweren
Elemente Gold und Platin sammeln ( Dichte etwa 20 [{/dmw. 20.000 [Kg/m).
Weiterhin nehmen wir an, dass die Dichte zum Zentrum hin linear wachst. Wir erhalten fur

34



die Dichtefunktionr (r) = 200001 (19000 /R ) r , wie man leicht nachprifen kann, indem
man mal r=0 und r =R in die Gleichung einsetzt. Dazwischen lauft die Funktion linear, da
sievom Typ y=a+ bx ist, d.h. eine Geradengleichung. Unser Dreifachintegralesumm
alle Volumenelemente dV, wobei bei festen Integrationsgrenzen die Reihenfolge der
Integrationen beliebig ist. Der Radius r lauft von 0 bis R, der Meridianwihkebn O bis

2p (Vollkreis um die Erdachse), der Polwinkglvon - (2 (Sudpol) B8 +p/2 (Nordpol).

pl2
ﬁ r(r) r>coslg ) dg df dr
pl2

C’:n*e

R
=n
0

Wir integrieren hier zuerst Uber den Radius r. Die Winkeund q werden dabei wie
Konstanten behandelt. Fir (r) setzen wir unsere Geradengleichurgp00a (19000/R)r

ein. Das T aus dem Voluranelement miissen wir zum Integranden dazuschlagen, so dass wir
die Gleichung 20000 r?i (19000 /R )} zu integrieren haben. Wenn hier als
Konstante behandelt wird, dann auch cq9).(Die erfolgte Integration steht in der eckigen
Klammer.

> £20000r° 19000r* &
2 T cos(g) dg df
U
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Wir setzen die Grenzen 0 und R in die eckige Klammer ein und erhalten in der eckigen

Klammer einen konstanten Ausdruck mit dem Zahlenwi916,67R® , den wir, da er
multiplikativ auftritt, vor das Integral ziehen durfen.

2P +pl2 8 3 43 2p +pl2
M=f fi éOOOOR 19000R §c05(c7) dgdf = fj191667&° Cxos(g)dqg df
0 -p/i2 G 3 4R x 0 -pl2

Als néchste Integration wahlen wir die Ubkr Auch hier wird g und damit auch cos()
als Konstante behandelt. Wir setzen die Grenzen ¥onn die eckige Klammer ein und
erhalten den konstanten Faktop, den wir ebenfalls vor das Integral ziehen.

+pl2 2p +pl2
M =191667R® fj[cos(g) O 7] dg = 191667R°Gp fj cos(q)dg
-pl2 0 -pl2

Die letzte Integation erfolgt Uber g. Der Kosinus integriert ergibt den Sinus. Mit
sin(p/2)=1 und sinp/2)=-1 entsteht noch einmal ein Faktor, hier mit Wert 2.

M = 2PQ91667CR3[3'n(0)]+£;§ = 2pA91667CR® (1- (- 1)) = 2pA916670R® 2

Mit R =40.000.000/ (@)= 440"/(2p) erhalten widie geschatzte Erdmasse zu

o 7 x3
M :2p6191667c'%4go 8 @ = 621400 [Kg]
¢ <P =

Die Schatzung der Astronomen, Astrophysiker und Physiker ist &®79[Kg], also
lediglich eine Abweichung von 4% fir unser primitives Erdmodell.



13.5 Tragheitsmomente

Als Drehimpuls D bezeigtet man das Bestreben einer rotierenden Masse, ihre Rotation
beizubehalten. Tragheitsmome® ( s pr i ¢ h AT oder ATet af)
Grofe Tragheitsmomentaucht dberall dort auf, wo sich Massen drehen (Maschinenbau,

Astronomie, Atompysik). Es gibt enge Analogien zwischen der geradlinigen Bewegung und

der rotierenden Bewegung von Massen.

Grolke Geradlinige Bewegung Rotation
Geschwindigkeit v [m/s] w[Rad/s] bzw. [1/s]
Impuls I=m& [Kgm/s] D=QC&v [Kgm?/s]

Masse m [Kg] Q [Kgm?]
m & eKgm?’g Q , Dw éKgm?’g
i E=—v? = A N E=="w = - <
Energie 2 2 £ s 2 2 & s U

Eher zuféllig, aber nicht unwichtig, ist das Auftreten einer Giei@ehentragheitsmoment

die ahnlich dem Tragheitsmoment von Rotationskorpern bereetiree Das Flachentrég
heitsmoment spielt in der Elastizitatstheorie bei der Berechnung von Balkenbiegungen eine
Rolle.

Balkenbiegung nach Bernoulli : Im ersten Fall denkt
man sich den Balken links starr befestigt. Rechts wif
belastet und biegt siagiach unten. Die Strecke z, um
die sich das Balkenende senkt, berechnete Bernoull

(Jakob Bernoulli, Schweizer Mathematiker und Physiker, 46535, einer von 8 berihmten
Bernoullis)

. L a?
Nach Bernoulli ist z=- — — (13.5.1)
eQ 3
Q = Flachentragheitsmoment des Balkenquerschnitts iri' | m
e = Elastizitatsmodul [ N/rm] (z.B. hat Stahl etwa= 220 [N/ m? ) Diese GroRe
folgt aus der Gleichung FeA{Qda/a), wobei F eine Zugkraft in [N] ist, A die
Querschnittsflache in [y (da/a) die relative LAngenandeguer belasteten Probe)
L = Last, die den Balken biegt, in [N]
a = Balkenlange in [m]

Im Fall 2 nach Bernoulli liegt der Balken
den Enden auf und wird in der Mitte belas
Die Berechnung erfolgt wie oben. M
rechnet mit der halben Last an jedem &nd

Berechnung deBlassentragheitsmomentes

Q = A A AV
\Y
r = Abstand zur Drehachsea, = Dichte
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Berechnung deklachentragheitsmomentes

dA

Q = AMA T Nettrale Fase

A

Beispiel: Bewegungsenergie einer Schwungscheibe

Um bei Bergwerkslokomotiven auf den gefahrlichen Stromabnehmer (Fueféng
verzichten zu konnen, kamen findige Ingenieure auf die Idee, die Energie in einer
Schwungscheibe zu speichern. Diese wird in Forderkorbnéhe, wo immer frische Luft ist und
keine Explosionsgefahr besteht, mit einem Elektromotor in Schwung gebracht.

Dichte r des Materialsr = 7800 [Kg/nf]
Frequenz f=20.000 [U/min]

Gesucht ist die Energie  E [KWh] ??7?
Achse und Speichenscheibe vernachlassigen \

Hinweis: Massentragheitsmomente immer zuerst mit Zylinderkoordinafgnbieren

Das Volumenelement der Zylinderkoordinaten war dv =frdd dz . Bei unserer
Schwungscheibe, eigentlich ein fetter Stahlring, lauft r von 0.3 bis 0.5 [m], Winka&uft

einmal rund, d.h. von 0 bisp2 Hohe 2z lauft von 0 bis .®[m]. Damit wird das
Tragheitsmoment

02 05 2p
(13.5.2) Q=A A Arr®rdfdrdz = § frAHdf drdz
z=0 r=0,3

3 =0

Da wir feste Grenzen haben, ist die Reihenfolge der Integrationen beliebig. Wir integrieren
zuerst Uber den Winkdl . Dabei entsteht der Faktomp 2den wir zusammen mit demn vor
das Integral ziehen.

02 05 2p 0205
(13.5.3) Q=r § flrPo] drdz = 207 ffr®drdz
7=0 r=0,3 0 0 03

Die nachste Integration lassen wir Uber r laufen. Setzen wir die Grenzen 0,3 und 0,5 ein,
entsteht in der eckigen Klammer ein konstatesdruck mit dem Wert 0,0136. Wir lassen
ihn im Integral.

°2 et g °2805* 030
Q=2pr ﬁgzu dz = 2pr ﬁ%—’4 - ’4 8dz
0o € Uo,3 0 Q -~

Die letzte Integration erfolgt Gber die HOhe z, wobei in der eckigen Klammer ein weiterer
Faktor 0,2 hinzukommit.

37



0,2
Q=2pr [{j00136dz = 2pr[00136C]s* = 2pr ®0136(M,2
0
Q=2p(7800D,0136M2 = 13330 |Kg n?|
Wir berechnen jetzt aus der Umdrehungsfrequenz f die Kreisfrequenz
Frequenz f=20.000 U/miy f=20.000/60 U/s =333,33U/sw=2pf =2094,4 [1/s]
Energie E=(Q %/2= (133,3302094,4%)/2 = 2,92400° [Kgm?/s’= Nm = Ws ]

2,924Q0°

3,6010° 812 [kwh]

1 KWh = 1000C8600 [Ws] und damit E =

Mit dieser Energie konnte ein Auto etwa 3 Stunden uber die Autobahn fahren.

13.6 Mehrfachintegrale mit variablen Integrationsgrenzen

Unter variablen Integrationsgrenzen versteht man solche, bei denen als Grenzen nicht nur
Konstantenauftreten, sondern auch Ausdriicke, die von den Integrationsvariablen abhangen.
Nicht als variabel gelten Hinweise auf die Integrationsvariable, der das Integralzeichen

zugeordnet ist (siehe z.B. Gl. 13.5.2 oder 13.5.3).

Beispiel: Tragheitsmoment eines haden Kegelstumpfes

Drehachse ist die-Achse, r = Dichte

R1 = Innendradius

R2 = Oberer Au3enradius

R3 = Unterer AuRenradius

H = Kegelstumpfhohe

dV = Volumenelement mit dV =r df dr dz
und den Koordinatenr, f 2

f = Medianwinkel (wird alx-Achse gezahlt) X

Zahlenwerte fur die Konstanten sind: Rl1=1[m], R2=14[m], R3=19[m]
H=0,3[m],r = 7800 [Kg/n]

f lauftvon O bis @

z lauftvon O bis H

Die obere Grenze dentegrationsvariablen r ist die schrage AulRenwand. Am Boden des
Kegelstumpfes lauft r vom Innenradius R1 bis zum unteren AuRenradius R3. Oben lauft r
hingegen vom Innenradius R1 nur bis zum oberen Aul3enradius R2. Bei einer Hohe z des
Volumendements dazwischen liegt die obere Begrenzung fur r auf einer schragen Geraden,
d.h.

r lauft von R1 bisR3- gewg"

o @4 , und hat damit eine variable obere
(;; -

Grenze. Setzt man fur z mal 0, mal H ein, dann erkennt redRichtigkeit der Formel.
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Da der Klammerausdruck (R3R2)/H= (19 1,4)/0,3=1,667 ist, lasst sich die
variable obere Grenze auch schreiben als
1,97 1,667Cx (eine Geradengleichung)

Damit wird das Dreifachintegrdes Tragheitsmomentes

0,3 1,9-1,667G 0
Q = AARAMAY = R A frrirdfdrdz
z= r=1,0 f=0
\%

Zur Erinnerung: Die Angaben z = 0, r =10 oddr =0 bei den unteren
Integrationsgrenzen bedeutet nicht, dass die unteren Grenzen variabel sind, sondern sind nur
ein Hinweis darauf, Gber welche Varla bei diesem Teilintegral integriert wird.

Die Reihenfolge der Integrationen ist nicht mehr beliebig

a) Suche eine Variable, die nicht in einer Grenze auftrittin unserem Beispiel haber
wir dafir r undf zur Auswabhl, da sie beide nicht in einem &blen Ausdruck eine
Grenze auftreten. Einzig Variable z tritt in der oberen Grenze fur r auf.

b) Lose das Integral fur die ausgewahlte Variable und setze die Grenzen in die
eckige Klammer ein.Die Zahl der Integrale hat sich damit um eines verringert.
Wiederhole die Punkte a und b bis alle Integrale gel6st sind.

Punkta: Wir wahlen als erste Integration die Ubfer

Punktb: Wir integrieren Uberf. Die Konstantr ziehen wir gleich vor das Integral. Das r
aus dem Ausdruck fir das Volumenelement schlagen wir znder Q-Formel dazu, so
dass unser Integrand jetztr r* lautet. Bei der Integration tibefr entsteht der Faktor p2
den wir ebenfalls vor das Integral ziehen.

0,3 1,9-1,667Q 0,3 1,9-1,667@

Q = rf n[r O‘] drdz = 2o0r f§ f r’drdz
z=0

r=1,0 0 z=0 r=1,0

Punkta: Wir missen jetzt Gber r integrieren. Die Variable r tritt im Gegensatz zu z nicht
in einem variablen Ausdruck in einer Grenze auf.

Punktb:
03 N 1,9-1,6612 03 28 2\ 4 ~
S oer'g ° &4(19- 1,667¢x)* 1,00
= r &— dz = r 8i - ~2-0dz
Q 2p z:r(} é4H zp z=0 ? 4 4 9

Punkta: Wir haben nur noch das einfache Integral iber z zur Auswahl.
Punktb: Zur Vereinfachung ziehen wir den Faktor % aus der Klammer vor das Integral.

(L9- 1667¢)° ngfm
5 1,667) a

0,3
Q = % 7i((L9- 1667¢9)* - 1)dz = g
z=0

oder
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oA (19 s . -
o = p O8004 (19 L§§7,3) _03 - % 19 o§ g
2 & -50667 & 50667 29

oder
Q = 1225X% 06453 03+29713= 24823 |Kgn?]

Beispiel: Tragheitsmoment einer Kugel

Bei Tragheitsmomenten immer zuerst n
Zylinderkoordinaten probieren, da diese ei
natirliche Drehachse haben.

Drehachse ist die-Achse, r = Dichte

R = Radius

dV = Volumenelement mit dV =r df dr dz
und den Koordinatenr, f 2

f = Medianwinkel (wird ab »Achse gezahilt)

f lauftvon O bis @ (ein Mal im Kreis)
z lauftvon-R bis +R  (vom Sidpol zum Nordpol)

Die obere Grenze der Integrationsvariablen r ist die gebogene AuRenwand der Kugel. Am
Sudpol und am Nordpol lauft r von 0 bis 0, d.h. kein Stiick. In Aquatorhohe lauft r von
der Achse bis zum Aquator, d.h. von 0 bis R. Beerbeliebigen Hohe z des
Volumenelements dazwischen liegt die obere Begrenzung fur r auf einem Halbkreis, d.h.

r lauftvon 0 bis r ., =R*- Z° , und hat damit eine variable obere Grenze.

Setzen wir fir z mal-R, mal +R oder mal 0 ein, dann erkennen wir, dass die Formel
zumindest am Sudpol, am Nordpol und am Aquator stimmt. Der Wurzelausdruck folgt aus der
Gleichung R=7Z+r* fir einen Halbkreis mit der senkrechten Sehne 2R auf-der z
Achse undder auf der Sehne senkrecht angetragenen Hohe r, die somit waagrecht zu
zeichnen ist. Damit wird unser Dreifachintegral

R R?- 72 2p
Q = AAAY = i A frr°rdfdrdz
z=-R r=0 =0

\

Punkta: Wir haben fur die erste Integration die beiden Variablen r tnzur Auswahl, da
beide nicht ireiner variablen Grenze auftreten.

Punkt b: Wir ziehen die Konstanter vor das Integral und schlagen das r aus dem
Volumenelement zum?rder Q-Formel, d.h., wir erhalten als Integranden den Ausdrdck r
Wir wahlen f als erste IntegrationsvariablEs entsteht der Faktor p2den wir vor das
Integral ziehen.
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+R VJR*-Z° 2p +R R?- 22
Q=r fj 2] [r3(")‘] drdz = 20r R f r’drdz
0

z=-R r=0 z=-R r=0

Punkta: Wir miussen jetzt Uber r integrieren, da es die einzige der beiden Variablen r und z
ist, die nicht in einer variablen Grenze vorkommit.

Punktb: Wir integrieren tber r und setzen die Grenzen 0 uq‘ﬂtz - Z° in die eckige
Klammer ein.

Q=2pr & dz = 2pr f - 03Ydz
z:rL é4l:lo Z:r}?? 4 =
oder
R R
Q:% ﬁ(Rz_Zz)Z dz = %ﬁ(R4 2R222+Z4)d2
R R
oder
N R
pre., 2R, 7°@ ersg’% 4 26 380
=— z- +— = -—+—-0 = prR 0.
Q 2SR 3 54, 2 & 3752 " P ES?

mit der Dimension [Kg .

14. Differenzialgleichungen

Differenzialgleiqungen beschreiben das Verhalten technischer oder biologischer
Modellsysteme Uber der Zeit und/oder im Raum verteilt. Die Ldsung einer
Differentialgleichung ist demnach kein einzelner Zahlenwert, sondern z.B. eine Bahnkurve,
eine Wachstumskurve oder einehsmit der Zeit &ndernde Konzentrationsverteilung.

Gleichungen, die Ableitungen enthalten und deren Losung eine Funktion (nicht ein Wert) ist,
sind Differenzialgleichungen. lhre allgemeine Form ist

y®=f  x, Yy yo, yda, ..., vy
Beispiele:
@ yé6 = 2 X Diese sehr einfache DGL liefert eine Parabel
2 yé6( x ) =y Dieselkefelt eine&urve ( Wachstumskurve )
3) ¥ (1) =¥~y Diese liefert ebenfalls einekurve, aber fallend

T

Jede Funktion y (x) bzw. y(t) , die &L erfullt, heiRtLoésung. So ist z.B. die
Funktion

y(x)=xX+ 7 mit der Ableitung yo (
oder
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y(x)=90€ mit der Abl ei ttinanelLosungydérDGL (). ) =

Losungsfunktioen findet man

(1) Numerisch punktweise als Graphik oder Wertetabelle mit dem -Baechy
Verfahren, dem RungKutta-Verfahren oder einem anderen numerischen
Losungsverfahren

(2) Algebraisch nach verschiedenen Methoden. Jeder-DgplLhat besonders gunstige
Methoden, die man anwenden sollte.

14.1 Numerische Losung einer DGL nach Euler

Das Verfahren beruht darauf, dass man in einem Startpyinkit ilfe der DGL den Anstieg

der Losungskurve in diesem Punkt berechnet, ein kleines Stiick Losung zeichnet, d.h. ein
winziges Geradenstiick. Dieses kleine Geradenstiick fuhrt zum nachsten Punkt, den man
nunmehr zum Ausgangspunkt des nachsten kleinen Schrittes macht, usw. Wegen
#=dx/dt wird dx=#Q@lt , d.h. wir konnen die Anderung dx ausrechnen aisnd

einem willkurlich festzulegenden Schritt dt der unabhangigen Variablen. Den Wergvon

liefert uns die DGL. Die unabhéangige Variable t ldasst man meistens bei t = 0 starten. Die
Schrittweite dt wahlt man sehr klesgnst wird die numerische Lésung zu ungenau.

Beispiel: ~ 2#(t)+3x(t) =0 oder #(t) = - g x(t)
3.
Startwert X=5 A ¥ =- 56 = -75
Mit Schrittweite Dt = 0,1 [s] A X, =X, +# (X
X, =5-75M1 = 425 A # =- 2@,25 = -637
X, =4,25- 6,37M1 = 361 A b =- g@,Gl = -541
X, =361- 541M1 = 307 Usw.
Die Ldsungskurve ist eine fallendeKerve. 5 _Adt
Man sieht am Schritt 1 von t=0 nach t= I dx
das Steigungsdreieck aus dx und@ias neug
X ergibt sich aus dem alten x plus 3T X(1)
Wenn dx negativ ist, wie hier, dann fallt I
Kurve.Die Euler-Integrationsgleichung ist: 0 - ;
= | | | | |
e + T T T T T >
Xnew = Xy + Xt 0 0.1 0.5
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14.2 Klassifikation der DGL

Typ Eigenschaft Beispiel
gewohnliche DGL Nur eine unabhangige Variable ya(t) + y(
partielle DGL Mehrere unabhangige Variable 2y(x,t 2y(x,t
z.B. xund t Hﬁz )_HY(Z):O
n-ter Ordnung Bis zur nten Ableitung ay™(t) g@+E0Oa
linear Keine Potenzen oder Produkter y yoo(x) + 7
nichtlinear Potenzen oder Produkte der y y (( x) -Fyed %0
Nichtkonstante Koef| Auftreten nichtkonst. Koeffizienterl x& 6 6 ( x »*)yfx) =01
inhomogen Mit Storfunktion f(x) rechts statt O A yo(x) b
DGL-System Gekoppelte DGL z.B. fiir y und z yo (x)yy)x0)

14.3 Algebraische Losung von DGL
Zuerst einige Begriffsbestimmungen:

Eine spezielle Losungst eine eindeutige Kurve mit einem Startwert. Z.B. startet die Kurve
y(x)=x2+7  imPunkt (0;7)

Eine Allgemeine Ldsungist eine Losungsformehit freien Konstanten. Erst wenn man den
Konstanten Werte zuweist, erhdlt man eine zeichenbare Kurve. Z.B. kann niemand die Kurve
y(x)=Ax%2+Bx+C zeichnen, wenn er die Werte von A, B, C nicht hat.

Merke: Numerische Lésungen sind immer spezéellésungen

Anfangswerte Die Definitionsformel einer DGL,

y®= f ( x, 9),ye, ya, ..., vy
zeigt, dass man zur Berechnungddéren Abl eitung di e Wé&Pine von
die Funktion einsetzen muss. Um im Startpunkt die Ableitung y™  berechnen zu
k°nnen, muss man demnacfi wegebene f ¢r X, Yy, VY

Beispiel senkrechter Wurf: Startzeit x0, StarthOheyy, Startgeschwindi gk

Randwerte oder Randbedingungen So nennt man zusdithe Forderungen an die

L°sungsfunktion im Zielpunkt, z. B. yo( x =
dort waagrecht verlaufen.

Ya y(¥)

a A >

~ Start “Ziel X
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Satz 1: Die allgemeine LOsung einer DGL-tar Ordnung hat n Integrationkonstanten
( freie Konstanten ). Deren Werte ergeben sich fir eine spezielle Losung aus
den Anfangswerten

Beispiel: Senkrechter Wurf Die DGL ist m#t) = - mQ

Tragheitskraft = Schwerkraft

Wir kiirzen die Masse m heraus und erhalten die noch einfachere Ggl) = - g.
1. Integration f#t dt = [ gdt Y ¥(t)=- gt +C,

2. Integration R¥Ddt = F{(-gt +C)dt Y y)=- %tz +C,t+C,
Die allgemeine Lésung ist y(t) =- %tz +C,t+C,

Wie hangen ¢und G mit den Startwerten zusammen? Wir geben folgende Startwerte vor:
Startzeit §= 0, Starthbhey=5 [m], Startgeschwindigkeity, = 10 [m/4.

Wir setzen die Startwerte, £ 0 und y=5 in die allgemeine Losung ein:
5=- %@2 +C,@®+C, Y C,=5 C, ist demnach die Starthéhe

Wir setzen die Startwerte,# 0 und % =10 indie 1. Ableitung derlgemeinen Losung

ein:
10 =-g® + C; A C: = 10 ist Startgeschwindigkeit

In diesem Sonderfall sind Startwerte und Integrationskonstanten sogar identisch. Das ist eher
selten der Fall.

Satz 2: Die allgemeine Losung einer inhomogenen DGL it S3umme aus allgemeiner
homogener L6sung und einer speziellen inhomogenen Losung.

Satz 3: Sind ¥(xX) und y(x) linear unabhéngige spezielle homogene Ldsungen,
dann ist die allgemeine homogene Lésung y £ y1 + Gy, mit beliebigen
reellen oder komplexen Konstanten; CC, ( bei einer DGL 2ter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten als Beispiel)
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Satz 4. Ist eine komplexe homogene Lésung einer DGle20rdnung
mit konstanten Koeffizienten
Y hom = yl(x) + @2 (X)
dann ist die allgemeine reelle homogene LOsung
Y hom, reell = G yl(x) + G yZ(X)

Was heil3t hietinear unabhéngig? Zwei Funktionen heif3en linear unabhéngig, wenn fir
keine KonstanteC gilt

yi(X) = COv(x)

Z.B. sind die Funktionen = 3sin(wt) und ¥ = -sin(wt) linear abhangig,
da gilt

yi=-3 Y2
14.4 Das einfache Integral
Beispiel 6 = 2 ye = = g

P Y = = Z 7 yw
oder dy = 2x dx - = = 7
— — =~ 7

, We—=""2 7

oder ffly = fj2xdx Y y=x*+C = | >

Zum Zeichnen denkt man sich die ganzgKbene mit kleinen Linien bedeckt, deren Anstieg
j eweils dem Anstieg yo = 2x enundfplgti c ht .
den kleinen Richtungslinien. Auf diese Weise entsteht.dsungsparabel. Auch hier gilt

Yo = C ,was aus y=x+C fir x=0 folgt

14.5 Methode Trennung der Variablen

Diese Methode ist gut geeignet fur DGL des Typsy 6 ( x ) Q@B rhit(gfy)), O.

Beispiel 1: ¥ ( x W(X)= 1 mitf(x) = 1.

Diese DGL ist die Urform der WachsturbsG L , denn di e nderung pro

Hefemenge ist (zumindest in der Wachstumsphase) proportional zur Menge y der
vorhandenen Hefe.

(14.5.1) Yoy v Yogx v p
dx y y
oder integriert



Da die Integrationskonstante frei wahlbar ist, nehmenlwilc*| statt C und erhalten nach
dem Potenzieren der beiden Seiten von Gl. (14.5.1) die Wachstumskiirve e

|y|:ex+|n‘C*‘ Y oy:eX+|n‘C*‘ Y yzoc* eX

Da die Konstante® C* immer noch beliebig und frei wéahlbar ist, setzen wir sie gleich einer
beliebigen Konstanten K und erhalten so die endgtltige Form unserer Lésung

y(x) =Ke*
Beispiel 2: x+y® 6 = 0 A y'z-% v y':(-x)'@%g
oder 7=
X + y_y: Y ydy=- xdx Y ﬁydy:- ﬁxdx
oder
%y2=-—x2+c Y ¥y +x*=2C

Das ist die Kreisgleichung fiir einen Kreis mit Mittelpunkt 0 und Radius ,/ 2C . Diese
abgefahrene Losung traut man der simplen DGL oben tberhaupt nicht zu.

Beipi el 3: Yyé%ﬁ-ﬁ((x)xy) Y zﬂ/@t-f(x)dx
X y

oder

~1 B . B _ ~ - _ - AT () dx
A dy=- ffdx Y Injy[+h[C¥=- {ff(dx Y y=Ce
y

C* bzw. C sind beliebige frei wahlbare Integrationskonstanten, die erst bei einer speziellen
Losung wichtig werden.

Wir nehmen als konkrete DGL  x%y 6 + y =A 0 y'+—y=0.

- Af (x) dx

DasistgenauderTypy 6 + f (x) y = 0y=Ce mit der L°%sL

Wir miissen demnach nur f(x) = 1 f xintegrieren und in die Lésungsformel einsetzen.

. ~ 1 ~fo- . ~ 1 ex'o . ~ 1 1
Es ist n? dx= n(x 2)dx Y n? dx= 3_13 Y n? dx= - o

1
Eingesetzt in i Losungsformel erhalten wir die Losuny = C e*
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Um in einer konkreten Anwendung dieser DGL die Konstante C zu bestimmen, reicht es
einen Startwert festzulegen, z.B.1 ¥5 bei x=1. (Startwerte fir x = 0 verbieten sich
hier). Eingesetzt in die Loésungsfunktion der DGL erhalten wir

5=Ceée A C=5/e A C=1,8394

14.6 Methode separable DGL mit Trennung der Variablen
Gut geeignetfur DGLdesTyps yo6 = f ( a x + @46yl) + c )
Wir machen die Sulbigution u=zax+hy+c

Die GroRe u hangt einmal direkt von x ab, aber da ja die Losungsfunktion y(x) auch von
x abhangt, ist u ebenfalls eine Funktion von x, d.h., wir kbnnen u(x) schreiben. Damit
ist

udé = a + it ydyo = f (laut)DGL oben.
Man | °st diese DGL ué = a + b ybo und
Beispiel:iy dh. u=2x%9 = 2 x TJwnd ipgdoe= 2
Ei ngeset=2%kiyi ngibt W6 =Hy2 oder 2ud = u
oder -ud 1= u oder ﬂ:-dx Y ﬁidu:-ﬁdx
u- u-2
oder
InYau-2%=- X+ InY%C Y A In Yau- 2%+ In ¥4C Y& - X
oder
nY2-.x v U-2_gx v u=Ce*+2

Die Ruicksibstitution in die Gleichung . u=2xiy liefert 2xy=Ce*+2
oder die endgultige Losung )
y=2x-Ce'* -2

Diese Lo6sung lasst sich aber auch recht gut mit deAnsatz oder der Laplace
Transformation erhalten.

14.7 Integration einer DGL durch Substitution
Geeignet fiir den Typy' (x) = f &8 Wir substituigen  u=2
CX=+ X
oder
y = xQ A ProduktregelA yo = u it xy=wy@& und u=u(x)
. - . _ , f(u)-u
eingesetzt in die DGL gibt f(u) = u + xu Jaex—. oder
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Jetzt I16set man die Gleichung und macht dann eine Rucksubstitution.

. + . AV 0 .
Beispiel: y'(X) = X+2y Y y' =1+ 235\18 Y y'=1+2u
CX+

We gen yé6 = u + x ub = 1 + 2 wu
oder

X%:1+u Y &:% Y ﬁidu:ﬁldx

dx u+l x u+l X

oder

In Yu+1%= In YxYa+ InYCYa A In Yau+1Ys= InYaCQ Y4
oder

u+l=0Qax A u=0i1.

Die Rucksubstitution gibt wegeru = Y und daraus y=@ das Ergebnis
X

y(x) = (071 1)& = Cx?i x
Wir machen die Probe y 5 =erhalt€mxwir durch Differenzieren der Losung.
Die Losungsfunktion y = CX x eingesetzt in die DGI
y':1+2§£CX1—_Xg = 1+2(Cx-1) = 1+2Cx-2 = 2Cx-1,
(; -

d.h., wr erhalten denselben Ausdruck wie beim Differenzieren.

14.8 Methode Variation der Konstanten

Geeignet fur die inhomogenen Typen y 6 €y =gf)( x)

Die homogene L°sung, d.h. die®EOswang der hom
yhom :CG- ﬁf(X)dX

Wir ersetzen aus didaktischen Grinden das C durch ein K (um im nachfolgenden Text
Verwechslungen zu vermeiden.). Variation der Konstanten heil3t, dass man Konstante K
durch die Funktion K(x) ersetzt.

ye)=K(ge M

Differenziert gibt das

vi(x) = K'(e M K fx) e 1P

(14.8.1)

Eingesetzt in die inhomogene DGL gibt das

Kge M ke f e M+ k) e MY = g
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Da sich die beiden mittleren Terme wegheben, bleibt eine deltirzere Formel tbrig:

Ke NP = g0 v K(=gxe NP

Integriert ergibt das
K(0) = figea e Gax+ .
(; -

Eingesetzt in Gl. (14.8.1) gibt das

AT dx O O -[{f(x)d
n(X)ngX+C8C@n(X)X.

y(¥) = %f%(0) e
¢ ¢

Beispiel fur diesen Typ einer inhomogenen DGL ist y'+ Y= cos(X) mit f(x) = 1
X X

Integral f(x) ist 'ﬁl dx=1In|x
X

Die LOsung ist dann y(X) = ( fjcos(®) "™ gx+ C )e-ln\x\
oder
y(x) = ( fj(cos(x) &) dx+C )G)E

Das Integral cos (XX | ©°sen wir mit der Methode Ap
Diese Methode ist digdmkehrung der Produktregel des Differenzierens (Erinnerung!!):

Au'v =uv- fjpv
cosx = sin(x- fsin
Die endgultige Lésung ist demnach

y(x) = (sin(x) & + cos(x) + C )("5}(

Die Probe kann man auch hier durch das Differenzieren der Losung bzw. durchskzdfi
in die DGL und anschliel3enden Vergleich machen.

14.9 L6sung mit eAnsatz von inhomogenen DGL mit konstanten Koeffizienten

( Xy (x) = f(@)
0 (xy)0 (o y&) + f(@)

1. Ordnung: a1y 6
2. Ordnung: &y 6

Schrittfolge des Losungswege
1. Homogene Ldsung finden tber die Wurzel(n) der charakteristischen Gleichung
2. Eine spezielle inhomogene Lésung finden unter Benutzung einer Tabelle und eines

Koeffizientenvergleichs

49



3. Bestimmung der Konstanten durch Einsetzen der Startwerte in die allgebdsinng
bzw. in deren Ableitung

Beispiel1: 3 yo6(x) + 2 vy ( x) mitStorfdnktioro s4(cos [x)

Wir suchen zuerst mittels& ns at z di e L°sung der homogene
Der eAnsatz der homogenen Losungtet y=C& mi t yd = C r e
Eingesetzt in die homogene DGL erhaltenwir 3 Cr€2Ce* =0.

Wir klammern C é&* aus und erhalten C&X3r+2)=0 mit CO

Da e"” nicht 0 werden kann, gilt 3r+2=0 (Char.@.) r=-

wiN

Dieser Wertr heil3t Wurzel der Charakteristischen Gleichung. Wir setzen ihn in den
homogenen Losungsansatz ein und erhalten )

Yhom(X) =C eI (213)x
Beim Suchen einer speziellen inhomogenen Lésung ist folgende Tabelle sehr hilfreich:

Tabelle spezieller inhomogener Losungsansatze

Typ der Storfunktion Spezeller inhomogener Lésungsansatz
Konstante k Konstante K

Potenz K'x Polynom J Ky x +..+K, x "

Sinus K sinv(x ) Sinus und Kosinus  Kj sin (wx ) + K, cos (WX )
Kosinus k cosv(x ) Sinus und Kosinus 16in (wx ) + K, cos (wx)
Exponentialfunktion ke*** Exponentialfunktion  Ke' *

Die Konstanten k oder;Hinks kdnnen ander®@erte haben, als die Konstanten K bzw. K1
rechts, wahrend k2 und links und rechts gleich sind. Die Konstanten des Lésungsansatzes
werden durch einen Koeffizientenvergleich bestimmt, indem man den speziellen
Losungsansatz in die inhomogene DGL einsetzt.

Zur ¢ck zu unserem Beispiel 3 yo(x) + 2
di eser DGL i st vom Typ AKosinusi Laut T
LOsungsansatz

Y inh spez(X) = Kz sin (wx ) + Ky cos (wx ) .
Und differenziet
Y ifh spez(X) = Ky cos (Wx )@ - Kjsin (wx ).
Der Losungsansatz in die DGL eingesetzt liefert
3Kicos (xR - 3Kysin(xXA+2Ksin(x)+2Kcos(x)=4cos(x)

Da wir zwei Konstanten, Kund K, , zu bestimmen haben, fi#igen wir auch zwei
Gleichungen. Diese beiden Gleichungen liefert unskaeffizientenvergleich, indem wir

5C
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einmal die Kosinusse der linken Seite mit denen der rechten Seite vergleichen, und dann
dasselbe mit den Sinussen links und rechts machen:

3Kicos(x)+2kKkcecos(x)=4cos(x) A (3 Ky +2Ky) cos(x)=4ros (x)
-3Kesin(x)+2Ksin(x)=0 A (- 3 Kz +2 Ky) sin( x ) = @in(x)

Da cos(x) bzw. sin(x) jeweils links und rechts in der Gleichung als Faktor auftritt, kiirzen
sich diese Funktionen heraus, und es bleibt ein einfaches Gleichstegss mit 2
Unbekannten ubrig:
3K+ 2K =4
Ki -23 K, 0

Ein so kleines Gleichungssystem losen wir am Besten, indem wir eine Gleichung in die
andere einsetzen. Hier bietet es sich an, die zweite Gleichung in dieiezsigetzen:

2 Ky - 3K, =0 A 2Ky = 3K, A Klngz

eingesetzt in die erste Gleichung gibt

3(‘§K2+2K2:4 Y 45K, +20K,=4 Y 65K, =4 Y K, =0,615
2

und mit Klng2 fur K;den Wert  K=1,50,615 = 0,923 .

Die spezielle inhomogene Losung lautet somit in ihrer vollstandigen Form
Y inh spez(X) = 0,923 sin (x ) + 0,615 cos (X)) .

Nach Satz 2ist dann die allgemeine inhomogene Lésung die Summe aus der allgemeinen
homogenen Lésung und unserer speziellen inhomogeds&ung, also:

y(x) = Ce @/9% + 0,923 sin(x)+0,615cos (x).
Wollen wir eine Losungskurve berechnen oder zeichnen, dann missen wir einen Startwert

vorgeben. Wir wahlen als Startwert fur y(x) den Wert,=y. bei x = 0 . Wirsetzen die
beiden Werte in die allgemeine inhomogene Lésung ein:

1=Ccedl¥% 4+ 0923sin(0)+0,615cos(0).
Wegen €=1 und sin(0)=0 und cos(0)=1 erhalten wir
1=C-1 + 0923-0 + 0,615-1 A 1 =C + 0,615
oder
C = 0,385
Die zeichenba oder tabellierbare Anfangswédlng zur allgemeinen inhomogenen Losung

lautet somit: )
y(x) = 0,385¢@¥* + 0,923 sin(x)+0,615cos (x).
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Betrachten wir die Losungsformel, dann ffdthlgendes auf: Die Lésung besteht aus zwei
Teilen, die sich unterschiedlich verhalten:

1. Der Teil 0,385 é@/3* jst eine fallende €unktion, die schon fiir Werte um x =
10 sehr klein ist und rasch gegen Null geht. Dieser Anteil der Lésungudeder
homogenen DGL hervorgeht, beschreibt dagenverhalten des durch die DGL
beschriebenen physikalischen, biologischen oder technischen Systems, wenn es
angestol3en wird (Startwert), aber weiter keine Stérung erfolgt.

2. Der Teil 0,923 sin ( x) + 615 cos ( x ) ist eine phasenverschobene und in der
Amplitude veranderte Kopie der Storfunktion 4 cos (x ). Dieser inhomogene Teil der
Losung beschreibt die Losung, die nach Beendigung des Einschwingvorgangs Ubrig
bleibt, ndmlich digfortdauernde zwangafte Bewegungdes Systems auf Grund der
fortdauernden Stérung.

Beispiel 2: Eine DGL zweiter Ordnung mit 2 reellen Wurzeln (nicht schwingendes
System).

2 #(t) + 7 #(t) + x(t) = 3t
Der eAnsatz der homogenen LAsung ist

xt)=Ce", Ht)=Cre', #t)=Cr2e"

Eingesetz in die homogene Lésung 2 #{t) +7 #(t) +x(t)=0 und Faktor C é°
ausgeklammert, erhalten wir die charakteristische Gleichung dieser homogenen DGL.:

2r°+7r+1 =0 A r2+(7/2)r+@/2)=0 A r’+pr+q=0

Mit p=(7/2)und g=(1/2) Iliefertuns dieggFormel die beiden Wurzeln:

21/%8 2 2%8 % = -175° J1752-05 = -175°160
g —

oder rp=- 0,15 wund g=- 3,35.
Damit lautet die allgemeine homogene Lésung nomXt) = G e' *°'+ C, e’ 33!,

Laut Tabelle der speziellen inhomogenen Lésungsanséatze ist der Typ unserer Stérfunktion 3t
ein Polynom und der speziellehmmogene Lésungsansatz damit

X spez , inhort) = Ko + K1t mit den Ableitungen #(t) = K, und #t)=0
Eingesetzt in die DGL erhalten wir die Gleichung 2 -0 + 7 +KK,+ Kjt = 3t
Hier wird der Koeffizientenvergleich links und reshiir die Koeffizienten der-RPotenzen
durchgefiihrt. Da es in diesem Beispiel nur zwRbtenzen gibt, namlich* £t und ? =1,

erhalten wir die beiden einfachen Gleichungen fiir unsere unbekannten Konstanterd K
Ki:
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